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Stroth hat in [9] den Zentralisator Ii = C,(z) einer Involution z in einer 
endlichen Gruppe G # HO(G) f” d ur en Fall untersucht, in dem Q = F*(C,(z)) 
das direkte Produkt einer nichttrivialen elementarabelschen 2-Gruppe E mit 
einer extraspeziellen Gruppe F ist, so daD F’ = (z) gilt. 1st G vom Charak- 
teristik 2-Typ, so ergeben sich auBer einer Serie von Zentralisatoren mit 
w(F) = 2m, die in den symplektischen Gruppen Sp(2m + 4, 2) vorkommen, 
vier Einzelfalle fur H mit kleiner Weite von F. Der erste Teil dieser Arbeit [12] 
bestimmt G im Falle w(F) = 3 und H/Q z A,, ohne G als Gruppe vom 
Charakteristik 2-Typ vorauszusetzen. Nach Satz A aus [12] ist dann G g 
Co, x E,m mit m 3 0. Der vorliegende zweite Teil dieser Arbeit behandelt 
den Fall w(F) = 4 und H/Q E Sp(6,2), d er in der einfachen Chevalley-Gruppe 
F,(2) vorkommt. Es sol1 der folgende Satz B bewiesen werden. 
SATZ B. Sei G eine endliche Gruppe, s eine Involution in G, H = C,(x) und 
z + Z*(G). Es gelte 
(i) Q = F*(E-I) = F x E, F extraspeziell der Weite 4 mit F’ = (z) und 
E g E,n, n > 6, 
(ii) H/Q z Sp(6,2), dubei sei Q/Z(Q) ein irreduzibler H/Q-Modul und 
Z(Q)/Z(H) der natiidiche Sp(6,2)-Modul. 
Sei 1 Z(H)/ = 2”+l und F& die eindeutig bestimmte perfekte zentrale 
Erweiterung von F,(2) durch Zs. Dann ist G = A x Z oder G = (A x Z)(Y>, 
A s F,(2), Z s Ezm und r der BuRere Automorphismus von A der Ordnung 2, 
oder A z Fz2), Z z Ez,-l , r wie oben. Die Operation von Y  auf Z ist 
beliebig. 
Die Bezeichnungen in dieser Arbeit sind im wesentlichen wie in [4] und Teil I 
[12] der Arbeit. Es sei Z*(G) = Z(G mod O(G)), dabei bedeute F(G mod N) fur 
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den Funktor F und den Normalteiler N von G das volle Urbild von F(G/N) in 
G. Die unbesetzten Stellen in vorkommenden Matrizen seien 0-Eintrage. 
Im ersten Abschnitt werden einige bekannte oder allgemeine Resultate 
aufgelistet. Die Grobstruktur von H wird im zweiten Abschnitt aufgezeichnet, 
es werden Erzeuger und einige feststehende Relationen von H unabhangig von 
der Einbettung von H in G aufgestellt. Der Beweis des Satzes besteht aus einer 
Induktion nach der Ordnung von Z(H). I n einem ersten Teil wird der minimale 
Fall Z(H) = (z) behandelt, dabei zeigt Abschnitt 3, daB z 2-zentral in 02(G) 
ist, wahrend der vierte Abschnitt unter Ausnutzung von Fusion die genaue 
Struktur von H festlegt. Ein Ergebnis von Husnine [7] erlaubt dann die 
gewiinschte Identifikation von G mit F,(2) oder Aut(F,(%)). Die eigentliche 
Induktion wird in Abschnitt 5 durchgefiihrt. Hier erhalt man eine Standard- 
untergruppe isomorph zu F,(2) oder F& in G. Ein Resultat von Aschbacher 
und Seitz reduziert die Analyse auf den Fall Z(H) = (z, t) g E4 , Cc(t)/(t) G 
F,(2) oder Aut( F,(2)). F usionsargumente zeigen dann leicht G = &(t). 
1. VORBERRITENDE ERGEBNISSE 
LEMMA 1.1. Ist H isomorph zum Zentralisator einer 2-zentralen Involution 
aus F,(2), und ist z 2-zentral in G, so ist G g F,(2). 
Beweis. Siehe [7]. 
LEMMA 1.2. Die Involution z besitzt Konjugierte in Q\Z(Q). 
Beweis. Wir zeigen O(C,(X)) = 1 fur alle Untergruppen X von Z(Q) mit 
1 Z(Q) : X / < 2. Mit einer Arbeit von Stroth [lo, Theorem B, Lemma 1.51 folgt 
dann die Behauptung, da H transitiv auf (Z(Q)/Z(H))# operiert. 
Sei also X < Z(Q) mit 1 Z(Q) : X 1 < 2 und 0(&(X)) # 1. Dann ist offen- 
sichtlich z 6 X. Wegen Lemma 1.5 aus [lo] konnen wir xc n Q = {z} annehmen. 
Weiter existiert wegen der Voraussetzung z # Z*(G) einy E H\Q mit z wy. 
Wir setzen U = X n Z(H). Dann ist der H-Modul Z(Q)/U von der Dimen- 
sion 7. Operiert H vollstandig reduzibel auf Z(Q)/U, so zerfallen die 64 Hyper- 
ebenen von Z(Q)/U, die xU nicht enthalten, in Bahnen der Lange 1 und 63, somit 
wird X von einer ganzen Sylow 2-Untergruppe von H normalisiert, und wir 
kijnnen 0.B.d.A. y aus N,(X) wahlen. Operiert andererseits H unzerlegbar auf 
Z(Q)/U, so ist diese Operation nach [3] eindeutig bestimmt, die 64 Hyperebenen 
von Z(Q)/U, die zU nicht enthalten, zerfallen in Bahnen der Lange 28 und 36 
und haben Stabilisatoren isomorph zu O,+(2) bew. O,-(2). 
Sei V ein Vektorraum gerader Dimension tiber GF(2r). Seien weiter t, s 
Involutionen in O*(V). Mit [l, (8.91 gilt t N s in O*(v) genau dann, wenn 
t N s in Sp(V). 1st weiter W ein Vektorraum der Dimension 212 + 1 iiber 
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GF(2), ist R z Sp(2n, 2) eine Untergruppe von GL(W), die den Vektor 
1 # w E W festl5Bt und treu auf W/(w) operiert, und gibt es kein R-invariantes 
Komplement zu (w) in W, so la& jede Untergruppe von R isomorph zu 
O&(2) eine Hyperebene in W fest. Da schlieBlich S’(6,2), O,+(2) und O,-(2) 
genau je vier Klassen von lnvolutionen besitzen, kijnnen wir such in diesem 
Fall y aus A&(X) wahlen. 
Mit G(Q/Z(Q>) = Q k ann man ein Element x in [Q, y]\Z(Q) finden. Somit 
findet in Nc(X) die Konjugation yx my und x N xz statt. Weiter operiert die 
Vierergruppe (x, z) auf M = O(C,(X)). Mit der Fixpunktformel folgt ) M 1 = 
( CM(x)j2. Sei p . P . t ‘I em rim er er von / M / und D = SZ,(Z(M)). Die extraspezielle 
Gruppe F der Weite 4 operiert auf M mit [Z(F), M] = M. Nach Lemma 1.4 
aus [lo] ist p16 ein Teiler von / D I. Also ist ps ein Teiler von / D : C,(x)]. Weiter 
operiert die Vierergruppe (x, y) auf D. Das liefert 1 D 1 . 1 C,((x, y))\” = 
I C&I . I C&Y. M an erhalt nun p4/l C,(y)], also enthalt C,(y) eine 
elementar-abelsche Untergruppe der Ordnung p4, ein Widerspruch zu z N y. 
Die Behauptung folgt. 
LEMMA 1.3. Sei a EQ\Z(Q) mit a NX. Se&e Qa = F*(C,(a)) und L, = 
( Qa n H)Q. Dunn ist L,l Q s E,, . 
Beweis. Wir zeigen zunachst, daB fur eine Hyperebene X in Z(Q) die 
Inclusion C,(X)/O(C,(X)) < C,(X) O(C,(X))/O(C,(X)) gilt. 1st dies bewiesen, 
so ist Hypothese 2.12 aus [9] erfiillt und die Lemmata 2.18 und 4.12 aus dieser 
Arbeit Iiefern die Behauptung. 
Sei also X eine Hyperebene in Z(Q). W ir k iinnen .a $ X annehmen. Dann ist 
‘Q eine Sylow 2-Untergruppe von C,(X). Wegen Q’ = (z> ist Q bereits eine 
Sylow 2-Untergruppe von C,(X). Sei x E C,(X) mit b = z” EQ. Wir nehmen 
zunachst b E: Q\Z(Q) an. Mit Qb = F*(C&)) ist dann Z(QJ = Z(Q)” = X(b). 
Man erhalt C,(b) < C,(X(b)) = Co(Z(QJ) = Qb , also ist ) Q : Q n Qb ) = 2. 
Das liefert den Widerspruch b E Q’. 
Somit ist b EZ(Q). Es folgt xeNo(Z(Q)) < Nc(Cc(Z(Q))) = Arc(Q) = H, 
also b = a. Damit ist .a E Z*(C,(X)) und die Behauptung bewiesen. 
LEMMA 1.4. Es gibt genau einen irreduziblen orthogonalen 8-dimensionalen 
.Sp(6,2)-Modul iiber GF(2). 
Beweis. Sei also V ein orthogonaler 8dimensionaler Vektorraum iiber 
GY(2) und G = O(V) z O,+(2) oder O,-(2). Sei U < G, U g Sp(6,2), und zi 
operiere irreduzibel auf 5’. Sei weiter L eine Untergruppe von U isomorph zu 
SO,-(2). In [ll] sind die mijglichen Operationen von L auf T/ bestimmt. Danach 
operiert L entweder vollstandig reduzibel, aber nicht irreduzibel auf I/‘, oder v 
ist ein eindeutig bestimmter irreduzibler L-Modul und ist vom (+)-Typ, d.h. 
von maximalem Index. 
Wir ftihren die erste Moglichkeit zum Widerspruch. ES sei also I/ = 
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C,(L) 0 L yl, wobei [L, V] der natiirliche GOD-(2)-~odul und C,(L) ein 
Raum der Dimension 2 sei. 1st ‘v vom (+)-Typ, so zerlegt sich Y unter I, also in 
4 Bahnen von isotropen Vektoren der Ltinge 27, 36,36,36, und in 7 Bahnen von 
anisotropen Vektoren der Lznge 1, 1, 1, 27, 27, 27, 36, da in diesem Fall C,(L) 
ein anisotroper Raum ist. 1st V vom (-)-Typ und damit C,(L) eine hyper- 
bolische Ebene in J/, so zerlegt sich entsprechend Y unter L in 6 Bahnen von 
isotropen Vektoren der Lange 1, 1, 27, 27, 27, 36, und 5 Bahnen von anisotropen 
Vektoren der Ltinge 1, 27, 36, 36, 36. 
Fur v  E C,(L)a ist wegen 1 U : L / = 56 somit 1 ZP / ein Teiler von 56. Da 
weiter U auf V irreduzibel operiert, kann CL,(~) nur isomorph zu SO,-(2) oder 
O,-(2) sein, d.h. / &’ j E {28, 56). 
Sei zungchst V vom (+)-Typ. Dann zerlegt U offenbar die Menge der 
anisotropen Vektoren aus V in 3 bzw. 4 Bahnen der LHnge 28, 56, 36 bzw. 28, 
28, 28, 36. Sei w ein Element der U-B&n der Lange 36. Es ist zuL = w” und 
(WE> 7 [L, 771. Das ist ein Widerspruch zur irreduziblen Operation von U auf Y. 
Sei nun V vom (-)-Typ. Dann zerlegt U die Menge der anisotropen Vektoren 
aus V in 4, 3 oder 2 Bahnen der jeweiligen Liingen 28, 36, 36, 36 bzw. 28, 72, 
36 bzw. 28, 108. Gibt es jedoch cinc U-Bahn der Lange 36, so ist diese such 
eine L-Bahn, und der gleiche SchluR wie oben fiihrt zu einem Widerspruch. 
Somit gibt es eine U-Bahn der Lange 108. Aber eine Gruppe isomorph zu 
Sp(6, 2) enthglt keine Untergruppe der Ordnung 2’ - 3 . 5 .7. Dieser Wider- 
spruch zeigt, da8 L nicht reduzibel auf I/ operieren kann. 
Also ist V der in [Ill angegebene eindeutig bestimmte irreduzible SO,-(2)- 
&‘Iodul vom (+)-Typ, insbesondere operiert eine Sylow 5-Untergruppe von U 
tixpunktfrei auf Y. 
Sei nun t eine Involution aus U mit C,(t) z EaaZ~ . Dann erfiillen C,(t) und v  
genau die Voraussetzungen von Lemma 1.7 aus Teil I [12] dieser Arbeit. Also 
ist die Operation von C,(t) auf V eindeutig bestimmt. Weiter ist C,(t) eine 
maximale Untergruppe von iJ. Tn C’,(t) gibt es eine Untergruppe Ks s .Zs mit 
Cci(KO) s Za . Mit C,(Ka) = C,(K,) und C&K,) z& C,(t) ist damit U eindeutig 
auf I’ dargestellt. 
LEMMA 1.5. Sek G e&e Grup~e mit ~oy~lt~i~~ Vg E,8 und Gj Vs Sp(6,2). 
Sei V dey iryeduzible G/ V-Modul aus Lemma 1.4. Dann .zeyfU G iiber V. 
Beweis. Setze G = G/I’. In G gibt es ein Element u der Ordnung 3 mit 
iV&<c+>)) s Za x & und C,(v) = 1. Somit gibt es in G eine Untergruppe 
K .z & und eine Involution t mit NG((o>) = {o, t> x K. Setze X = C&t). 
Dann ist X g J?&:,,& und V, = C, (t) = [Y, t] g E,, . Die Involution t besitzt 
also unter dcm vollen Urbild X von x in G nur Konjugierte in t V,, . Es folgt 
1 X : Cx(t)l = 16 und C = Cx(f) = EK mit .i?~ E,, und En V = VO. Die 
K-Moduln V, und Ej(V&t)) sind nichtlquivalent, also ist nach Lemma 1.6 
aus T&I I [12] die Gruppe E/<t> ein vollstPndig reduzibler K-Modul. Somit gibt 
481/66,/r-2 
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es in E eine Untergruppe Es E Es2 , die V trivial anschneidet und K-invariant -- 
ist. Da E,,K eine Sylow 2-Untergruppe von G enthalt, liefert ein bekanntes 
Resultat von Gaschiitz die Behauptung. 
LEMMA 1.6. Sei V 4 G, V eine 2-Gruppe und G/V g A, . Eine Sylow 
5Untergruppe von G operiere jixpunktfrei auf V. Dann zerfdlt G tier V. Ist 
weiter V nichtabelsch der Ordnung 28, so ist V speziell, V/Z(V) der transitive und 
Z(V) der intransitive irreduxible 4dimensionale A,-Modul. Weiter gilt Z(V) = 
Ql(V>. 
Beweis. Siehe [13]. 
2. DIE OPERATION VON H AUF Q/Z(H) 
Seien im folgenden immer die Gruppen G, H = C,(z) und Q = F*(H) mit 
den Voraussetzungen wie in Satz B ausgestattet. Wir setzen R = H/Q, I? = 
H/Z(Q) und i? = H/Z(H). W ei er w&hlen wir Involutionen ai , i = l,..., 8, aus t 
Q mit [ai , aj] = z fiir i + j = 9 und [ai , aj] = 1 sonst, so da8 9I = {z, ,..., 2s) 
eine Basis des orthogonalen Raumes & ist. SchlieBlich sei b = {e^r ,..., &s} eine 
Basis von ZTQ) g EB4 . Nach Lemma 1.4 ist & ein eindeutig bestimmter if- 
Modul. Weiter sind & und ZTQ) selbstduale ff-Moduln. Somit kijnnen wir f7 
auf Q @ ZTQ) darstellen. Beziiglich der Basen ‘% und 8 setzen wir fiir XE H 
Es sei dabei ff erzeugt von den Involutionen t, ,..., ts , a1 , as und @a definiert 
durch 
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6, t+ 
i 000100 101 11 i 1
010000 
100000 






& f-) ri 
( ) si r’i 
i 010000 01 111
000001 i 
’ 
mit den folgenden 4 x 4-Matrizen yi , si , i = I,..., 9, 
I1 = T2 = r3 = 7, = r5 = s, = E4 ) 
wobei E4 die 4-dimensionale Einheitsmatrix sei, und 
weiter ss = s7 = ss = sg = 0 und 
schlieBlich sei 
wobei E = (i i) und B = (y A) gesetzt ist. 
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Wir erhalten die folgenden Relationen in f7: 
Es ist T = (tr ,..., is) eine Sylow 2-Untergruppe von 17 mit [t, , tg] = tz , 
[f* , is] = trfa , [&, t,] = tz , [& , $1 = trta , [is, iT] = ta, [& , &] = & und 
[c3 7 &I = 6.7 , 1 t t a le weiteren Kommutatoren unter den ti sind trivial. Es ist 
Z(T) = (tl , i,), Z,( 9i) = (i, , i2 , t3 , t,), T’ = (tl , i2 , i3 , i,, , i&) und 
E,rJ(T)=(i,,t,,i t 
-- 
s , s , t, , is). Es ist Ng(J( T)) = J( T)L mit L = ( t4 , tj , 
i9, f$, W3) s L,(7). Setze A = (t r , t a , ts , t4 , is). Dann ist A z Es2 und 
C,(A) = 2. fn T ist A die einzige zentralisatorgleiche Untergruppe isomorph 
--- 
zuE,,.EsistN~(A)=AKmit~=((t,,t,,~s,t,,w,,~~)r~~. 
Mit B = T und N = (w, , as, w,) erhalt man ein BN-Paar fur R. Die 
Operation der W, auf {tr ,. . . , is} gibt die folgende Tabelle I: 
TABELLE I 




































Dabei steht in der i-ten Zeile und j-ten Spalte das Element trj. Weiter ist 
0s 9 ar) E (& , w,) s (is , ~3) g Zs . In Ef gibt es 4 Klassen von Involutionen 
mit Vertretern tr , is , r,t, , und t,t, . 
Es sei T das volle Urbild von T in I-I, also T eine Sylow 2-Untergruppe von N. 
Sei W ein 7-dimensionaler Sp(6, 2)-Modul iiber GF(2) mit Kompositionsreihe 
1 C W, C W und W, g 2, , W/W, g E,, . Dann zerfallt W# in Bahnen der 
Lange 1,63,63 unter Sp(6, 2). 1st namlich W ein zerlegbarer Modul, so folgt dies 
sofort aus der Transitivitat der Gruppe Sp(6,2) in ihrer Operation auf den 63 
Involutionen des natiirlichen Moduls. 1st andererseits W unzerlegbar, so ist W 
nach [3] ein eindeutig bestimmter Sp(6, 2)-Modul mit der obigen Bahnzer- 
iegung. 
Es ist Z(Q)/Z(H) der natiirliche Sp(6,2)-Modul. Weiter ist [T, q] < Z(H). 
Da wie oben gezeigt e, E Z(Q) keine Konjugierten in e,Z(H)\(e,) unter T 
besitzt, ist Z(T) = Z(H)(e,). 
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I DER FALL Z(H) = (z} 
Der Beweis des Satzes wird uber eine Induktion nach 1 Z(H)\ gefiihrt. In 
einem ersten Teil wird der minimale Fall Z(H) = (z) untersucht. 
Sei also im folgenden immer Z(H) = (z) angenommen. Die Gruppe G 
erfuile die Voraussetzungen des Satzes. Wir zeigen zunachst T E Syl,(O”(G)). 
In diesem Abschnitt nehmen wir an, da8 T als Untergruppe vom Index 2 in 
einer Gruppe S c; G, S = T(r), enthalten ist. Es wird gezeigt, dal3 dann r 
kein Element von 02(G) sein kann. Wir setzen X = p’. Wegen 9’ = (x} ist 
X + Q. Weiter ist X’ < Z(T) = < z, e,), also ~37 = (y) mit yEer(.e). In 
einem ersten Schritt wird X bestimmt. 
LEMMA 3.1. Es gibt Urbilder ti der & in H, i = I,..., 5, mit I!& g 
<tr ,*-*ti t5) < X. We& ku9m man ai , i = I,..., 4, so wiihlen daF 
X = (z, e, ,..., e5 , a, ,,.., a4 , t, ,..., tj). 
Es ist Z(X) = (z, e, , t, , a, ,..., Q~). Die einxige?a n~chtt~ivia~~ ~o~~tuto~~ 
unter den obigen ~~~eug~d~ son X skd [tz , e5] = [t, , e4] = [t, , ez] = 
Et5 ,&I = Y. 
Beweis. Setze C = Co((z, y}). D ann operiert Y auf C und C = C,(e,) = 
QAK, 2 g Eas , Irf’ g & wie im 2. Abschnitt definiert. Insbesondere operiert Y 
auf O,(C) = QA, also X < QA. Weiter ist (8, X) K-invariant, also (Q, X) = 
QA. Es foigt i3 = A = <tl ,...) is). Die Gruppe Q A Xist also von der Ordnung 
2r” und liegt in C,(Amod (x, el)) = (2, e, ,..., e5 , ale2 ,..., a,e2) mit 
jl ,..., j, E (0, 11. Durch geeignete Wahl der ai , i = I,..., 4, erhalt man Q n X = 
(z, el ,..., e5 , a, ,..., a4>. Die Kommutatoren [is , eJ, [& , e4], & , e& und 
[f5, es] liegen alle in e,(z>, sind also sgmtlich gleich y. Also kann man nun die 
Elemente ti , i = 2 ,..., 5, mit (ts ,..., t5) G E,, und die Elemente t, , a, ,..., a, , 
mit Z(X) = (y, x, t, , a, ,..., at) wahlen. Damit ist die Behauptung des Lemmas 
bewiesen. 
LEMMA 3.2. Setre W = QX, V = Q n X und C = C&(x, y). Dunn gibt es 
eine Involution T aus S\T, so dup C,( Y eihe Erzueiterung der Gruppe J = C,(Y) ) 
der Ordnung 21° durch eine Frobeniusgruppe der Ordnung 20 ist. Weiter hat J die 
Klusse 3 mit Z(J) = (zy}, J’ =-E = C,(r) g Ea2 und C,(E) gi El, X Z, . 
Sei (u) eine Sylow 5-Untergruppe van C,(r). Ounn ist C,(<o)) = (s> g Z, mit 
s2 = zy und C,(E) == E(s). Setxe Jo = [J, u]. II unn ist Jo eine Untergruppe vom 
Index 2 in J mit J,!, = I.?, [Jo , s]/Z( J) = E/Z(J) und [j, E] = Z(J) fiir ulle j E Jo\E. 
Es ist X = Jo/Z(J) spezkll der Ordnztng 2a mit Z( 5?) = E/Z(J). Weit@ gibt es 
in J/Z(J)~E~Z(J) rnvo~u~i~n~. 
Sei P eine Sylaw 2- Untergruppe von C,(r). Dann ist J char P, und eine maximal 
ubelsche Untergruppe in P hut Ordnung 26. 
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Beweis. Mit zr = y operiert jedes Element r mit S = T(r) auf C = 
Cc(z, y) = C,(e,) und auf O,(C) = QX. Setze W = QX, also ist C/W s Z6 . 
Sei weiter I’ = Q n X, W, = Z(Q) Z(X) und W, = QW, . Wir bemerken 
W’ = V, [W, Z’] = Z(W) = Q’X’ = (z, y) und Z( W,) = V. 
Es ist 1 C Z(Q)V/ L’ C W,/V C W,/V C W/V eine Kompositionsreihe des 
lo-dimensionalen &Moduls W/V mit nicht-aquivalenten 4-dimensionalen 
Moduln W/W, und W,/ W, . Weiter ist W/W, = Q WJ W, @ XW,/ W, als 
C/ W-Modul. Von rW wird also eine nicht C/ W-invariante Diagonale dieser 
beiden Moduln zentralisiert. Setzen wir D = C(r), so folgt also D/W z 
Aut(Aa) und damit C,,,(rW) s F,, , eine Frobeniusgruppe der Ordnung 20. 
Wrr bestimmen zunachst C,,, (rW) = C,,,(r). Es ist W,/V = Z(Q)V/V@ 
Z(X)V/V = (e&V/V @ (tJV/V, also C,l,,(r) = (tles)V/V. Sei R/W eine 
rW-invariante Sylow 2-Untergruppe von C/W. Wir bilden die beiden semi- 
direkten Produkte U, und Ua von Q W,/ W, bzw. XWJ W, mit RI W. Dann bewirkt 
rW die Konjugation U, N ri, , insbesondere wird Zi( Vi) n Q W,/ W, unter r W 
auf Zj(U,) n XW,/W, abgebildet, j >, 1. Das liefert (a,>rW, = (tz>Wl , 
(a5 , a6>“Wl = <t2 , t3)Wl , und <a5, a6 , a,YUI, = (t2 , t,, t4>Wl . 
Es folgt C,,,(r) = (t,e, , t’a’ t’a’ t’a’ t’a’)V/V g Es2 mit a; E ai(es, 259 369 47, 53 
a5 ,..., aipl), ti E tj(tl ,..., tidl), i = 5 ,..., 8, und j = 2 ,..., 5. 
lihnlich bestimmen wir C,(r). Mit [W, V] = Z(W) = (z, y) konnen wir 
V/Z(W) als C/W-M o u ansehen und wie oben wird Cvlz(&rW) bestimmt. d 1 
Es folgt C,(r) = (zy, ale;, ake; , uiei, aie;) g E32 mit e: E e,(z, e2 ,..., ei-i), 
a; E aj(y, a, ,..., ajel), i = 2 ,..., 5, und j = l,..., 4. 
Bisher haben wir r als beliebiges Element aus der Nebenklasse r W angesehen. 
Nun legen wir r fest und bestimmen C,(r). Sei dazu (0) eine Sylow 5-Unter- 
gruppe von C. Es ist Nc((a))/C,((o)) g Z4 , also liefert das Frattiniargument 
D = CC,(a). Wahle also r aus CD(a)\C. Wir setzen I = Cc(a) = C,(a) = 
C,l(a) mit W, = Z(Q) Z(X). Es ist 1 n V = Z(W) und ( I / = 24, also I s 
D, x Z, , Z(I) = Z(W). Wir haben r2 E Cc(r, U) = C,(r) und Cz(,)(r) = (xy), 
also C,(r) = (s) z Z, . 1st r2 = s, so gibt es ein e E I\Z(I) mit (re)2 E Z(I), also 
(re)s E (zy). 1st aber r’ E rI mit r’a = zy, so ist (Y’,z)~ = 1. Wir kiinnen somit r als 
Involution aus C(U) wahlen. 
Fur jedes so gewahlte Y gilt j Cw(y)I = 2lo. Bereits gezeigt ist 1 Cw~v(~)~ = 
( C,(r)\ = 25. Sei 1 # WV E C,,,(r), sei [w, r] = er E V. Mit r2 = 1 ist also 
er E C,(r) = [V, r], etwa ~1 = [wi , r] mit zli E V. Es folgt (we)J = wvi . Fur jedes 
WV E C,,,(r) gibt es also in WV Elemente aus C,(r), es folgt 1 C,(r)1 = 21°. 
Sei wieder I = C,-(u). Sei I(t) eine r-invariante Sylow 2-Untergruppe von 
N&(u)) mit t4 E 1, t2 $1. Mit [r, t] E Cc(u) = I folgt rt E rsZ,(C,(r)) = r(sy). 
Indem man, falls notig, t durch tz ersetzt, erhalt man [r, t] = 1 und damit 
G(r)lG(r) = (0, W,(r)lGv(r) r 3'20. 1st x E CH(r), so zentralisiert x such 
sr = y, d.h. x E C und somit C,(r) = C,-(r). 
Sei nun r, u und s wie oben gewahlt, setze J = C,(r) und Jo = [J, u]. Wir 
bestimmen nun die Struktur von J. Setzen wir E = C,(r), so operiert u fixpunkt- 
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frei auf ~~(2y} und auf ]/E(s), beachte hierbei C$(u) = C,(r) = (s}. Ins- 
besondere ist die Menge Jo n t&(s)V nichtleer (tia: wie oben definiert 
beziiglich r), seij ein Element hieraus, alsoj E taa5Wl mit IV1 = Z(Q) Z(X). Mit 
E < V = Z(W,) gilt [j, e] = [t2as, e] fur alle e E E. Es folgt [E,j] = 
+w6, GF& = <xrh I G(j)l = z4. D a u fixpunktfrei auf Jo/l3 operiert, gibt es 
kein j E J,\E mit C,(j) = E, also ist 1 C,(j)1 = 2* und [E, j] = (zy) fiir alle 
j E J,\E, insbesondere [Je , E] = (zy). 
Es ist s E W, , Z( IV,) = V, also [E, s] = 1, s E C,(E)\E. Es folgt J = J&s> 
und C,(E) = E(s) g El6 x 2, . Weiter ist [j, s] < w’ n f = V n J = E. Wir 
konnen o, q, aus I/ und i, K aus (0, 11 wahlen mit t&r& E J, s = tlesq, und 
t&,V = t2tla,ie,*V. Unter Beachtung von [?V, V] = Z(W) = (a, y> erhalt man 
mit j = &a& E J die beiden Gleichungen 
(x) tj, s] = [t2tlia6e3”, t&j = qe2 mod (2, Y>, 
(xx) jz = (~$6)” = [t2tli, a6e3*] = alie,” mod (z, y). 
Es liefert (x) dann [J, s] = [Jo , s] > (zy), d.h. [Jo, s]/(ay) = MY/. 
Weiter liefert (xx) zunachst i = k und j” E (zy) fur i = 0 bzw. (# E (zy) fur 
i = 1. Also beweist (xx) die Behauptung, da8 es in J~{~y)~~/<~} rnvolutionen 
gibt, und die Folgerung aus (x) zeigt Z(J) = (zy), J’ = E und cl(J) = 3. 
Urn Ji = E zu zeigen, geniigt der Beweis von Ji > (xy). Sei hierzujr E J6 n 
t&zj(s)V und j, E Jo n t&;(s)V. Wir erhalten modulo (zy) die Gleichung 
[jl , jz] = [t2tliu,e,~, t4t3;lt21tl”a7as”Q6~e3*] 
mit i, j, k, Z, m, n, p, q E (0, 1). Damit ist [jI , j,] = a~‘iP’+m)u~1+in)u3i modulo 
Z(Q), also [jr , j2] $ (xy). Mit JA = E ist Jo/Z(J) speziell mit Zentrum E/Z(J). 
Sei P eine SyIow 2-Untergruppe von C%(Y), P = J(t) mit t* E J, t2 4 J+ Fiir 
f’~ tf gilt I Cal, I C~,~(t’)l12z und I CEV>I, I C.dW23. 
Sei J nicht charakteristisch in P. Dann gibt es in P eine Untergruppe L G J 
mit L # J. Fiir 1 tz L’s ist 1 C,(Z)1 2 2g. Mit P/J z P/L gg Z, ist L’ < P’ < 
L n J- Mit 1 L A J / 2 28 ist zy EL’, also Z(L) = Z(J) = (zy). Weiter ist wegen 
J = C,(E mod (zy)) dann L’ += E. 
Somit konnen wir ein E EL’ mit I E f\E w8hlen. Fiir ein t’ E tJ ist entweder 
1 CJ(t’)j = 2* und CJ(t’) (7 SE # 4, also CEcs)(t’)s Z, x Z, , oder es ist 
1 C’,(t)/ < 23. Somit enthalt CJ(t’) k eine Untergruppe isomorph zu .Z$, . Fur 
alle j E 1 enthalt C,(j) eine Untergruppe I&, mit C,,(t’) f C,(f) ist aIso 
t’ $L fiir alle t’ E t J. Es folgt L < J<P>, und fiir das oben gew&fte 1 EL’ IT J\E 
ist 1 C,(Z)/ > 2*. 
In [8, S. 673, 6741 wird gezeigt, da8 fiir ein j E J,,\E die Abschitzung 26 < 
1 CJO(j)] < 2s gilt. 1st also EEL’ n Jo , so folgt mit 1 C,(Z)/ 2 2s also 1 E E. Damit 
istEnL’=Er,. Sei t’ E tJ mit C2 EL. Dann ist j[E, t’2]/ = 4 und xy 4 [rS, t’7. 
Mit [IL‘, t’a] < [I.‘, I.,] = Z(L) == Z(J) = (xy) e&lilt man einen Widerspruch. 
Es folgt J char P. 
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Sei schliel3lich B eine abelsche Untergruppe von P der Ordnung 27. Die 
Struktur von J,, liefert j B n J,, / < 25, also B $ J. Sei t’ E t]. Mit 1 C,(t’)j < 24 
ist BJ = J(P). Wtihle t’E tJ mit tt2 EB. Da 1 CJ(t’2)1 < 26 = j B n J /, ist 
B n J = CJ(t’2). Insbesondere folgt B n SE # $. Fur alle e E E ist C,(se) = 
E(s), und man erhalt den Widerspruch B n J = E(s) # CJ(t’“). 
Damit sind samtliche Behauptungen des Lemmas bewiesen. 
LEMMA 3.3. S = T(r) ist Sylow 2- Untergruppe von G. 
Beweis. Die bekannte Operation von T auf Z(Q)/(x) und Q/Z(Q) zeigt 
-G(T) d 0~ el , e2 , al> und (2, e i , e,) d Z,(T). Mit e,(z, e$ = a&, e,) folgt 
-G(T) = <z, el, e 2 , 4. Weher ist Z(S) = +Y>, also -G(S) d C~z,e,,e2.a,,(T<~> 
mod (xy)) = (a, ei). 1st also S normal vom Index 2 in S(u), so folgt au = y, 
also YU E T, ein Widerspruch. 
Im folgenden nehmen wir r E 02(G) an. Diese knnahme wird mit einer Reihe 
von Lemmata zum Widerspruch gefiihrt. Wir setzen E, = E x (Y), J1 = 
J x (Y) und P, = P x (r) fur P E Syl,((C,(r)). 
LEMMA 3.4. P, f Syl,(C,(r)). 
Beweis. Mit Lemma 3.3 und einem Transfer-Lemma besitzt Y ein Konju- 
giertes t E T. Wir nehmen an PI E Syl,(C,(r)). Mit j P, 1 = 213 und 1 Co(q)1 3 2i4 
fur q E Q ist t $ Q. In T gibt es vier a-Klassen von Involutionen mit Vertretern 
ti , & , t,t, , und tit, . In X = Q2’ liegen Urbilder t, , t, von tr , iz mit C,(t,) > 
Q n X s E,lO (es ist t, E Z(X)), und C,(t,), Co(t,t,) tnthalten beide in Q n X 
eine Untergruppe isomorph zu E,9. Weiter ist offenbar / C,(t’ mod (a))1 > 2s 
fur alle Involutionen t’ E H\Q. Weiter ist das volle Urbild von C&tit,) = 
(6, > 2, 7 a”, , ii,ii,) in Q eine abelsche Gruppe, also ist C,(t,t,q) eine abelsche 
Gruppe der Ordnung mindestens 2’ fur alle q E Q. Wir haben damit gezeigt, 
daB es fur jede Involution t’ c T\Q in C,(t’) x (t’) eine abelsche Untergruppe 
der Ordnung mindestens 28 gibt. Mit r N t E T gibt es also such in PI abclsche 
Untergruppen dcr Ordnung 2s. Das ist ein Widerspruch zu Lemma 3.2. 
Somit ist die Existenz eines t E C,(Y) mit I P,(t)1 = 214 gesichert. Ins- 
besondere operiert t auf J, und E, . Es ist t 6 C( J1), denn Cc(J,)(z) = 
H n C(Ji) = (zy), und (zy, Y, t} ist eine abelsche Gruppe der Ordnung 38. 
LEMMA 3.5. t ist aus C,(E,) wiihlbar. 
Beweis. ES ist NH(E1) = N,(E) n C&Y mod E) = VC&) und CdE,) = 
C,(r) n C,(E) = E(S). Wir setzen U, = (NH(EI), r), dann ist NH(&) normal 
vom Index 2 in U, und UO/CuO(E,) LZ Ds4F,,, mit 
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Setze U = (Us , t). Wir nehmen an, daI3 t nichttrivial auf Er operiert. Dann 
ist o.B.d.A., E,(s) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(E,). Da C,,?) keine Sylow 
2-Untergruppe von C,(r) enthalt, ist 0 > o,, , wobei wir U = U/Cu(Er) 
gesetzt haben. 
Setze x = Co(%). Da 3 eine Transvektion auf .& bewirkt, ist 2 isomorph zu 
einer Untergruppe der zerfallenden Erweiterung D,4L4(2), weiter ist O(X) = 
O(i?) = 1, da l? eine Untergruppe vonL,(%) ist. In z/O,(X) istF,, involviert und 
O,(x) s LIs4. Mit x/O,(g) < L,(2) ist d. rese Gruppe isomorph zu einer der 
Gruppen Go, Z; , Z6, A,, A,, (A, x Z&Z, oder (Z, x Z,)Zd, der Nor- 
malisator tiner Sylow 5Untergruppe inL,(2). Besitzt f  unter 0 ein Konjugiertes 
in O,(J?)\(I), so ist der 2-Rang von X/O,(X) mindestens 3. 1st andererseits (5) 
schwach abgeschlossen in O,(X) beziiglich 0, so folgt X = rj’ mit einem Resultat 
von Smith und Aschbacher [14]. Mit ] 0 I2 > 1 o0 I2 ist also X/O,(x) nicht 
isomorph zu Fzo oder (Z, x Z&Z, . Somit ist in X/O,(X) eine Untergruppe 
isomorph zu A, enthalten. 
Sei x’das voile Urbild von 3 in U. Es ist Cu(E,)(z) 4 X und E, = El(s, z) 
eice Sylow 2-Untergruppe von C,(E,)(z). Man erhalt X = C,(E,) N,(E,). 
Setze N = N,(E,). Es ist U, < N mit O,(o,,) = O,(n) und [O,( U,,), E,] < E. 
Sei iVO < hf, so daf3 I?tJO,(m) . em minimaler nichtaufliisbarer Normalteiler von 
m/O,(m) ist. Da A auf E = s?,(Z(E2)), El ucd C,(E,) = E,(s) operiert, stabi- 
lisiert N die Reihe EC E, C E,(s) C E, , und es folgt [E, , No] < E, da E,/E 
von O,(N) ztntralisiert wird. Scmit besitzt .a unter iV, nur Konjugierte in zE, 
also ist / N,, : CN,(z)/ < 32. Es folgt 1 mO/O,(m)i < 320 und damit No/O,(m) z 
A, . Insbesondere ist (2) schwach abgeschlossen in O,(X) beztiglich 0, also 
J? = 0, und ES gilt m/O,(m) z &, . 
Mit E (1 N besitzt weiter Y nur Kcnjugierte in rE unter N. Alle 32 Involu- 
tionen aus YE sind wegen E = [V, r] zu T unter AT konjugiert, es folgt 
) Iv : C,(r)1 = 32 und C,(Y)/O,(C,(Y)) z & mit O,(C,,,(r)) = O,(N) n C(Y) = J1. 
Die Struktur der Erweiterung von EG4 durch Ds4L4(2) liefert, dab E,/(zy, Y) 
und J,/E,(s) aquivalente Es,-Moduln sind. 
Setze M = C,(Y), also ist J1 <I M und M/ J1 g Z; , setze weiter &! = 
M/Z(J& dabei Z(J,) = (zy, r). Unter iI% besitzt s” nur Konjugierte in & , 
weiter sind alle Elemente aus &??, unter Jr < @ zu s” konjugiert. Es folgt 
) I%! : C&(j)) = 16, also ist CQ(S)/&(Q g & . Da @r nur Elemente der Ord- 
nung 4 enthalt, und der Schurmultiplikator von Z; die Ordnung 2 hat, gibt es 
in M eine Untergruppe flfr mit M, Jl/ J1 s Z; und Ml n J1 < El . 
1st der &-Modul f,/I?r s Et, zerlegbar, so erhalten wir also in &’ eine 
Untergruppe J&, vcm Index 2 mit J?&JO,(&,) g & und 1 Jr : 0,(&&J = 2. Es 
ist folglich O,(Il?&) eine spezielle Gruppe der Ordnung 2* mit Zentrum I$ 
(siehe Lemma 3.2). Nach Lemma 1.6 sind die beiden &,-Moduln 0,(&&,)/I?, 
und I!& nichtaquivalent. Das ist ein Widerspruch. 
Es bleibt der Fall, daR r;i’if, unzerlegbar auf Jr/I?, operiert. Nach einem 
bekannten Resultat von Harada ist dann ~,/I?,(Q der transitive ,&-Modul, und 
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jr,/& zerfallt in 3 Bahnen der Lange 1, 15, 15. 1st ci, E h\&($), so sind G?i , 
a,& , und &!?i Vertreter dieser Bahnen. Nit [jl , &] = 1 besitzt jede dieser 
Nebenklassen nur Elemente gleicher Ordnung. Mit [II, $1 = J??~ besteht 
entweder ci$r oder &&J?‘, nur aus Elementen der Ordnung 4. Sei o.B.d.A., 
42 zzz &I # 1. Mit Lemma 3.2 ist dann (3&i)” = 1. Sei (6) f Syls(&), setze 
a2=d6 ” r , as = Li:, und ci, = d,*, sei weiter .$ = bi2. Dann ist I1 = (SA, til , 
1 a2 , as, &) und l?, = (& i , 8 2, $ , Q. Mit (5Q2 = 1 folgt [$ I;J = 6r2 = &I . 
Unter fi ist B,B,Ei N &Z, oder &8, . Sei zunachst d,d2El N s,E, . Dann ist 
1 # (&Q2 = &i2&a2[a1 , aa] = e”,$[rii , S,]. Mit 
und [5, &] = Zi , i = l,..., 4, folgt [a r , a,] = 1. Die Operation von 6 liefert 
(6, , ds] = [S, , ciq] = 1. Mit (Li162)ffB = d,d,B, liefert derselbe SchluR 
E 8,d, , S,] = 1, also B, E Z(j,), ein Widerspruch. 
Sei also d,~i,&, w fblEl angenommen. Es folgt (@J2 = 1 und (QQ2 = 
[f, 8,8,] = [9, SJ[Sn, S,] = 8,&, , andererseits (&&.J2 = (&Q28a2[Li, , S,] = 
i2[$, a2][Li1 , S,]. Das liefert also [8, , ri,] = &,d, , [8, , a,] = E2& und [B, , ci,] = 
“11 
e3e4 .
Mit &,ci, - d,a”,a”, folgt (8rii2Q2 = 1, andererseits (8r6,8J2 = cis2[@, , &I, 
also [a”#, , a,] = $ = [&, Li3][B2 , a,], somit such [Lii , Ss] = e, und [d, , 6J = 8s. 
Wir berechnen (8r8J2 = 8r26s2[6, , S,] = C,e”,& # 1, also folgt 1 = (&Q2 = 
(S,cis)a[s^, S,][Sn, Ss] = (&1B2&,)(&,e^,) = a2 , das ist ein Widerspruch. 
Dieser Widerspruch riihrt von der urspriinglichen Annahme t $ Co(&) her. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Wir setzen wieder U = (NH(&), Y, t) < N(E,). Nach dem vorangegangenen 
Lemma ist t E C(E,), also U/C&T,) z DB4F2, . Das folgende Lemma bestimmt 
Nu(J,W), d b . a er wissen wir bereits, da0 U/C,(E,) von N&~(Z)) tiberdeckt 
wird. 
LEMMA 3.6. Setze N = N,(J,(x)). Dam ist C,(E,) eine 2-Gruppe der 
Ordnung 211 und N/C,(E,) s Da4Fgo . 
Beweis. Sei wieder U,, = (NH(E1), Y). Mit Cuo(E,) = E,(s) ist U,, ,( N. 
Weiter ist El(s, t> eine Untergruppe von N&r) n C,(E,). Sei X der normale 
AbschluB von E1(s, t) in Nu(J,), also such X < N,( J1) n C,(E,). Somit ist 
[X, J1] < J1 n C,(E,) = El(s), und X stabilisiert die normale Reihe 1 C El C 
Ws) C 11. 
Sei x ein 2’-Element aus X, also x E C,( J1). Mit C,(/,) = (zy) ist Z( J1) = 
(qv, Y) eine Sylow 2-Untergruppe von C,( J1), also C,( J1) = Z( J1) x O(C,( J1)) 
und x E WXLN. 
Es ist X(Z) Q NH( Jl)X. Sei (u} eine Sylow 5-Untergruppe von NH( J1) mit 
[o, s] = 1. Sei X2 eine a-invariante Sylow 2-Untergruppe von X(z), weiter 
X, = X n X, . Mit [X, JJ < E,(s) ist E,(s) < O,(X), also E,(s) < Xl , 
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Setze S,, = Cz(o)z(or)(a)(r) < C&?(o)). Sei S,, keine Sylow 2-Untergruppe 
von C,(E(o)), also etwa S,, 4 S,,(i), i2 E A’,, . Die Operation von i auf 
fiI(Z,(S,)) = (z, y) liefert den Widerspruch is H oder ir E H. Mit 
S, n C,(E,) = (zy, r, s) < ~!?r(s) ist (zy, r, s) eine Sylow 2-Untergruppe von 
Co(El(a>), und u operiert fixpunktfrei auf XJ&(s>, dabei ist X2 = X,(z). Es 
folgt 1 X, 1 3 211, und mit 1 G I2 = 225 und 211/1 No(E,)/C,(E,)I ist schlief3lich 
j x1 I = 211. 
Es ist [z, u] = 1, und (x, u) normalisiert E,(s) O(X). Da u tixpunktfrei auf 
X/(&(s) O(X)) operiert, liefert die Struktur vonL,(2) dann [X, z] < E,(s)O(X), 
insbesondere [X, , z] < E,(s). Es folgt [XI, J1(z)] < El(s), also X, < N. 
Mit X = X,0(X) und [z, O(X)] = O(X) ist N’n O(X) = 1. Die Behauptung 
folgt. 
LEMMA 3.7. x + r. 
Beweis. Sei z N r angenommen, setze Qr = F*(C,(r)). Mit I C,(r)(r)1 = 
213 . 5 ist Qr n C,(r)(r) ein Normalteiler der Ordnung 2 24 in C,(r)(r). Die 
Operation einer Sylow 5-Untergruppe von C,(r) auf J1 zeigt El < QT . Sei 
zunachst I$ < Z(Qr) angenommen. Dann ist 215 ein Teiler von Co(&). Mit 
/ NH(&) EJE, I2 = 211 erhalt man den Widerspruch 226// G j. 
Es folgt ‘[Q, , El] = < > r un d we g en r E El such El 4 Q,. . Sei {cl ,..., c6} eine 
Basis von El mit cr = r und c2 = zy. Mit tii sei die Transvektion in N(EJC(E,) 
gemeint, die ci auf cici abbildet, und alle restlichen Basisvektoren ck , i # k, 
festlaDt. lnsbesondere bewirkt z die Transvektion t,, auf E, , und 
O,(~HVW~>/W)) = <t 12 7 h3 9 h4 9 h5 3 h6 9 t32 P t42 , t5Z 9 62 t ) z Ds4. 
Bei geeigneter Wahl der Basis von El gibt es in Qr ein Element, da8 auf El die 
Transvektion til , i~(2,..., 6) bewirkt. Mit [til , tlj] = tij fur i #j folgt 
(t t t 12 9 13 7 14 7 h5 1 t32 , t42 9 h2 9 t62 7 21 t. ) E E3A5(2) bzw. L,(2), jenachdem ob 
i 3 3 oder i = 2. In beiden Fallen ist 215 ein Teiler von j NG(EI)/CG(E1)I. Mit 
I G I2 = 225 und Lemma 3.6 ist das ein Widerspruch. 
Sei wieder U = (N,(E ) r , r, t), und N = N,(J,(z)). Nach Lemma 3.6 ist 
1 C,(E,)j = 211 und N/C,(E,) g DB4F,, . Es ist Z(J,(z)) = (xy), Z2(JI(z)) = 
E,(x) und Z@?,(z)) = E g Es2 . Insbesondere ist E Q N. Weiter ist N/C,(E) g 
E16F2, , / C,(E)1 = P. 
Mit / Z(Q) : Z(Q) n U I = 2 und [E, Z(Q)] = 1 kijnnen wir die Gruppe 
IM = (N, Z(Q)) bilden. Klar ist M/C,(E) E N/C,(E). 
LEMMA 3.8. Es ist 1 M : N 1 = 2, M/C,(E) z E16F2,, [O,(M), E] = 
Z(M) = (zy) und E(m) < C,(E)’ < E(s, x). Eine Sylow 2-Untergruppe S,, 
won M hat Ordnung 223 mit I Z,(S,,)I = 4. 
Beweis. Setze Y = C,(E), also Y = (Y n N, Z(Q)). Mit N < N(J,(z)) 
normalisiert N die Gruppen Z2(~I(z)) = E,(z) und C+,(E) = E,(s, zz). 
26 MICHAEL WESTER 
Urn zu zeigen, dab such M = NC,(E) = NY die Gruppe E,(s, z) nor- 
malisiert, ist also nur [Z(Q), E,(s, z)] < E,(s, z) zu beweisen. Mit E(z) < Q 
und sQ = tiQ ist [Z(Q), E(s, x)] = [Z(Q), ti] = (xy) < E,(s, z). Es bleibt 
[Z(Q), r] zu untersuchen. 
Sei wieder X, W, und V wie in Lemma 3.2 definiert. Es ist (Z(Q) Z(X))’ < 
Z(W) = (z, y) und Cz(o,zcx)lz(w,(r) = E(s, z)/Z( W) von der Ordnung 25. Die 
elementar-abelsche Gruppe Z(Q) Z(X)/Z( W) hat Ordnung 21°, es folgt 
[r, Z(Q) Z(X)/Z(W)] = E(s, x)/Z(W), also [Y, Z(Q)] < E(s, z). Damit ist 
E,(s, z) <I M. Insbesondere gibt es ein Element x E Z(Q) mit [Y, x] = sz. 
Wir untersuchen die Fusion in El(s, z)/E unter M. Zunfchst ist Z(E,(s, x)) = 
E(s) 4 M. Die Nebenklasse rE besitzt wegen E = [V, Y] genau eine Klasse von 
Involutionen, genauso rzsE wegen r3: = rzs. Mit Lemma 3.6 ist folglich zE + rE 
unter M. Die vier Nebenklassen SE, xsE, YZE, und rsE bestehen jeweils nur aus 
Elementen der Ordnung 4. Mit (rx)D = rs erhalt man die M-Klassen {zE}, 
(SE}, {s.zE}, (YE, rxsE}, {rzE, rsE} in E,(s, x)/E. 
Insbesondere stabilisiert Y die normale Reihe 1 C EC E(s) C E(s, z) C 
E,(s, z) und ist somit eine 2-Gruppe. Weiter ist dann wegen E(z) 4 M zum 
einen 1 Y : C,(z)1 = 32, zum anderen gilt aber 1 C,(z) : Cr&z)l = 2, so daB mit 
1 Y : Y r\ N 1 = 2 such / M : N / = 2 folgt. Die Behauptungen M/C,(E) E 
E16F20, [O,(M), E] = Z(M) = (zy) und j M I2 = 2s3 bediirfen keines weiteren 
Beweises mehr. 
Es ist Z(Q)Z(X) < C,(E), 1 a so Y’ 3 [Z(Q) Z(X), Y] = E(m). Sei R = 
E(s, z). Da [Y, R] < E < Z(Y), folgt [Y, Y, R] = I, also Y’ < C,(R) = 
C&W)) = E<s, z>. 
Es bleibt die Aussage iiber das zweite Zentrum einer Sylow 2-Untergruppe 
So von M zu beweisen. Mit O,(M) 4 So ist Z,(,C) < Z(O,(M) mod (xyj), da 
Z(S,) = (xy). Weiter ist ji ,( (O,(M) n H)(r) = Co,(,,,,)(z mod (zy)), also 
Z,(S,) < Z(Ji mod (zy)). Die Struktur von Jr = / x (Y) liefert Z(Ji mod 
(zy)) = (zy, Y, e) fur ein e E E\(zy). Es folgt Z,(S,) = (zy, e) < E. 
Wir halten fest: Die Gruppen E(s), E(z), und E(a) sind normal in M, und 
alle 32 Involutionen aus zE sind bereits in Y, insbesondere in jeder Sylow 
2-TJntergruppe von M konjugiert. 
Nun sind wir in der Lage, einen Widerspruch zur Annahme I E O”(G) 
herbeizufiihren. Sei g E G so gewtihlt, daB fur die Sylow 2-Untergruppe S, VOW 
M die Gruppe 6 = So” in S = T(r) E SyI,(G) liegt, wobei T die anfangs 
definierte Sylow 2-Untergruppe von H sei. Weiter sei entsprechend ‘9JI = Mg, 
&T = EQ und 9J = YS = C’s@). 
Wir untersuchen die Einbettung von 6 in S. Mit x E So ist Co( So) = CH(So) = 
Z(S,) = (zy). Die Annahme 6 < T liefert also den Widerspruch (z) < 
C,(6) = ((zy)“). Somit gibt es ein to E T mit rt, E 6. Mit I S : 6 I = 4 ist such 
1 Q : Q n 6 / < 4, also Q’ = (x) < 6. Es ist Z,(S) = (z, y) und 1 # Z,(S) n 
6 4 6, also Z(6) n (z,y) # 1. Damit folgt Z(G) = Ccz,s)(~tO) = (zy). Mit 
x E 6 n Z,(S) ist Z,(G) 2 (z, y), nach Lemma 3.8 ist also Z,(G) = (x, y} < (5. 
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Wir nehmen zunPchst (5 ,< Q an. Mit x E (% gibt es in 0,(9X) ein Element u 
mit [z, u] = xy, etwa u = rj, j E T. Fiir alle j E T ist Czca,(rj) == (zy). ES folgt 
wegen j C,(zl)i = 24 also 65 n Z(Q) = (z,y) und damit 1 C,(6)/ = 2r2. Mit 
z E (3 ist (5 <I Q. Man erh%lt ~~(~)~C~(~) g E, und [i&5), e] = (z). Dann 
ist aber (N,(e), ~YJI)C&)/C,(%) g J&4,, ein Widerspruch zu j G j2 = 22”. 
Es folgt E = C?Q/Q # 1. D ie Gruppe 0,(%X) der Ordnung 221 liegt in 
C,(E mod (zy}). Setze ZI = ~~(~~) n T, also j 0,(%X) : LI j -= 2. Dann ist 
offenbar 10 n U / 2 211. Es sei zunachst / E / > 2 angenommen. Dann ist 
I Czco,(@ i&i (zY>I < z6, also 1 C&$)1 > 26. In ftgibt es nur eine Klasse von 
Involutionen, deren Zentralistor in & eine Ordnung >26 hat, es ‘ist tz ein 
Vertreter dieser Klasse und / Co(&)/ = 2”. Somit gibt es in il eine Untergruppe 
i, -s E4 mit j C’o(r,,)/ = 26 und 8 -i2 fur 8~ vO#. Sei o.B.d.A., Ian F,, , 
wegen t, E Z(T) und F0 < C(i,) k ann v0 < T gewahlt werden. Es ist Co(&) = 
<id l ,..., 6,), also T0 < C,((ii, ,..., &)) < C,,((ti, ,..., ci4)) = A z Es2, da 
K z & treu auf (n”, ,..., lz,) operiert. Somit ist T0 ,< C~((ci, , ii,)) = (t,), ein 
Widerspruch. 
Es bleibt der Fall g = (e> g 2,. Mit 1 Q n 6 / 3 213 und E/O,(‘%R) E Z, 
ist sogar 1 Q n XI 1 2 P, also / Co(e mod (zy))! > 2r2. Fur alle Involutionen 
in H gilt jedoch 1 C,(i mod (zy>)/ < 2l*, es folgt / Q n U / = 2r2, d.h. 
/ Q n G 1 = 2r3 und 7’ n 6 = T. Also wird (e) von T normalisiert, es folgt 
et Z(T) = (tl , t2). Mit / Co(t& mod (xy))/ < 2lr,j = 0, 1, ist b = &, _ 
Bereits gezeigt wurde Z(Q) n (5 = {x, y). Insbesondere ist Q n (3 = 
(Q n B) Z(Q)/Z(Q) s E4 . Weiter ist s 4 T, also Q-% < Z,( Y?) = 
(ii1 , c12). Mit Z(T) = (a,) ist 9 < T, also / 9j / < 2a. 
Es ist Z(Q) n ‘3) < Cz(o)(i2) = (z, e, ,..., e4) und Q> < C~(t,) = 
(4 ,.“, a,>. Nach dem letzten Lemma ist Ot(sz)@ < 9 < ti(s, z)@. Mit g E C(xy) 
ist (s@)~ = ((sz)@)2 = zy $ or(Q), also ‘$)’ n Q < f5(zg). Es sei zunachst z@ f Q 
angenommen. Dann ist fur ein Urbild t, von ia mit t, E (3 aber un@ - x@t, unter 
g. Mit g < T und x@& # Q ist das ein Widerspruch. 
Es folgt Q n ‘I)’ < E und damit such Z(Q) n 2J’ < (z, y). S-i Z(Q) n YJ = 
C,,,,(&) angenommen. Es folgt, daf3 g eine Untergruppe von C&(z, e, ,..., e4> 
mod {z, y)) = (t, , & , ta , t4 , t5, &> ist. Das hat den Widerspruch ta # 8’ 
zur Folge. 
Sei QTg = C&i,) angenommen. Dann ist aber 3 eine Untergruppe von 
C,(@l ,-.*I $> mod ((il , lz,>) = /Ya mit ! W ,, 1 = 27. Da i Z(Q) n $lJ / < 2* und 
/ Qx / = 26, folgt mit 19 I = 2r7 dann g = 1, . Es folgt Z(Q) n ‘E, < 
C,c,,(X~, mod (z, y)) = (z, e, , e,), also j Q n 2J / < 2s, ein Widerspruch. 
Wir erhalten damit 1 Z(Q) n ‘$I / < 24, / Qyg j < 25, also j Q n ZJ / < 29. Es 
folgt / ‘1 j > 2*, also g = CT(&). S omit ist Z(Q) A ‘1, < Cz(g)(C~(~J mod 
<z, y)) =: (2, e, , ez>. Damit ist nun sogar 1 Q n ‘I, / < 28, also 1 ‘$l 1 < 2’“. 
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Dieser endgtiltige Widerspruch zeigt, daD die urspriingliche Annahme r E 02(G) 
falsch war. 
Somit ist gezeigt, daB T eine Sylow 2-Untergruppe von 02(G) ist. 
4. BESTIMMUNG DER OPERATION VON I7 AUF Q/(z) 
Die Operation von ff auf & und Z(Q)/< z is nach Abschnitt 2 bekannt. Die ) t
Tatsache, daf.3 z Konjugierte in Q\Z(Q) besitzt, wird im folgenden zeigen, da8 i7 
unzerlegbar auf & = Q/<z) p o eriert. Die nachfolgenden Rechnungen legen 
diese Operation sogar eindeutig fest. Der erste Schritt ist die Untersuchung der 
Operation von C,(t,) E Es2,?Y6 auf Q. Wir setzen Q = Q/(x, e,}, dabei seien die 
Elemente e, und aj aus Q zunachst wie im 2. Abschnitt definiert. Der 3. Abschnitt 
zeigt nur T E Sy12(02(G)), aus diesem Abschnitt werden keine Bezeichnungen -- 
oder weitere Ergebnisse iibernommen. Sei C,(f,) = AK wie im 2. Abschnitt. 
LEMMA 4.1, Bei geesgneter Wahl der Elemente ei , i = 2 ,..., 6, und aj , 
j = l,..., 8, hat die Gruppe C&t,) = AK auf B beziiglich der Basis 23 = 
(e2 ,. .., t$ , t$ , aI ,.. ., ;i4 , 6 ,... , 4) die Datstellung 
fiir i = 2,..., 5, E die 4-dimensionale Einheitsmatrix, Ri = (qj) eine Zeilenmattix 
der Lange 4 mit aij = 1, falls j + 1 = i, aij = 0 sonst, Ai eine vorerst unbestimmte 
4 x 4-Matrix und si die bekannte 4 x 4-Matrix aus Abschnitt 2. 
Ein Element k E K stellt sich beziiglich 93 dar als 
Y?C 
k4-b i 0 1 0 ox, 1 ’  s, 0 x, 
mit aus Abschnitt 2 bekannten 4 x 4-Mattizen Yk und X, und der vorerst noch 
unbestimmten Spaltenmatrix S, der Lange 4. 
Beweis. Die Gruppe f(; operiert vollstandig reduzibel auf & == W, @ W, 
mit Pquivalenten K-Moduln Wi . Der iiiModu1 W = Z(Q)/(.z, e, , e6) g E,, 
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ist nicht zu WI aquivalent. Nach Lemma 1.6 aus Teil I [12] ist Q/(2, e, , es} ein 
vollst?indig reduzibler ff-Modul. Bei geeigneter Wahl der ei und ai ist also 
Qk, e, , es> = (4 ,..., WW 0 (4 ,..., 4, Q/W 0 (4, ,..., ~8,e;i>/W 
als K-Modul. Weiter operiert K auf Z(C,(t,)) = (jr), insbesondere auf 
[Qk el, 8 9 1 e > t 1. Es folgt damit [Q/(&6), tr] = (4 ,..., &, &e>/(&). Passen wir 
23 der obigen Zerlegung von Q/(&) an, so erhalten wir fiir tr die Darstellung 
' 
da [Z(Q), &] < (z, e,) und sr = E. Mit fr2 = 1, folgt 
(1) u, = 0. 
Weiter hat ein Element R E &? dann beziiglich !23 eine Darstellung 
da R such vollsttindig reduzibel auf Z(Q)/(z, e,) = ($ ,..., t+,) @ (t$ operiert. 
Die Operation der & E 2, i = 1 ,.. ., 5, auf Z(Q)/(z) ist bekannt, weiter operiert 
mit K = (& ,..., is) g Es2 such & auf [Q/(&), tr]. Damit erhalten wir fiir ti 
eine Darstellung 
hierbei sind die Matrizen Ri und si wie im Lemma angegeben. Mit tt = 1 folgt 
(2) U,R, = O,siUi = 0. 
(3) V,R, = 0, 
i = 2 ,..., 5. Auswertung von (2) mit den bekannten R, liefert Vi = 0, i = 2 ,..., 5. 
Weiter liefert [& , tj] = 1 fur 2 < i, j < 5 
(4) ViRj = V,R,. 
Das impliziert Vi = 0, i = 2 ,..., 5, also ist 
(5) vi = vi = 0, i = 2,..., 5, 
gezeigt. 
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SchlieBlich erhalt man aus [ti , tJ = 1, i = 2,..., 5, wie in (4) die Gleichung 
I’& = 0 und damit 
(6) V, = 0. 
Damit ist A beziiglich 23 wie im Lemma behauptet dargestellt. Fur die 
Darstellung von k e K crhalt man noch mit [x, tr] = die letzte Behauptung 
(7) R, = 0. 
LEMMA 4.2. Sei a eine Involution au.s Q\Z(Q). Dunn zerfdlt die Nebenklasse 
aZ(Q) in H-Bahnen derLiinge 2,14, und 112. 
Beweis. In & gibt es genau eine H-Klasse von Involutionen, deren Urbilder 
in Q such Involutionen sind. Wir konnen also 0.B.d.A. die Nebenklasse al.Z(Q) 
mit a, E & wie in Lemma 4.1 definiert untersuchen. Es ist z = CT,(&) g E,,L,(7) 
und [T”, a,] < (&J nach Lemma 4.1, weiter teilt 3 die Ordnung von C,(a,). Wir 
setzen Y = CxE(cir), also 1 P j = 28 . 3 oder 2s . 3. 1st (k) eine Sylow 3-Unter- 
gruppe von Y, so operiert (k) fixpunktfrei auf g/(t‘,). In 2 gibt es kein T-in- 
variantes Komplement zu (ii), d.h t, E Y und damit A < Y. Da A regular auf 
ig(e”, ,...) 8s) operiert, besitzt B,e ,^ mindestens 32 Konjugierte in (irZ?Q). Dies 
sind aber nicht samtliche, da E s E,,L,(7) keine Untergruppe vom Index 32 
besitzt. Setze u = C~(&?,). Mit [K, es] = 1 ist 3// u (, weiter 64 > 
1 E : 0 ) > 32. Damit bleibt nur die Miiglichkeit 1 if / = 26 . 3, d.h. 8r&s 
besitzkgenau 56 Konjugierte in &ZTQ). Mit 2s/1 y / kann ci, keine 8 Konjugierten 
in ri,Z(Q) besitzen. Die Struktur von J? zeigt 1 8r” / E {1,7). Das ist mit a, N a,x 
die Behauptung. 
LEMMA 4.3. Es ist z waE&. Weiter gibt es Urbilder ti deer ti E J(F), 
i = 1, 2, 3, 6, 7, 8, mit (tl , t, , t, , t, , t, , ts) s E,, . Setze Qn = O,(C,(a)). 
Dunn gibt es ei E tTi , aj E c& mit Qa n H = (z, e, , e2 , e3 , a, , a2 , a, , a5 , t, , 
t, , t, , t, , t, , ts) normal vom Index 2 in Qa und Z(Qa) = (a, e 1 T e2 9 e3, 2 7 3 T , t t t> 
bei geeigneter Wahl der ti e ii , i = 2, 3, 7. Schliefllich ist [a2 , t,] = [a, , t6] = 
[a5 , hl = a. 
Beweis. Nach Lemma 1.3 existiert ein a E Q\Z(Q) mit x N a und 
(Qa n H)Q/Q = J(T) = (t t t f  t t ). Es ist C&J(T)) = (rZ,>, also 11 2, 33 67 79 8 
aE a,Z(Q). Setze R = (t t f t t t ) < Qa mit Involutionen ti und 1, 2329 6, 7, 8 
R’ < (a). Dann ist Na(cQ)/RQ s L,(7) und Z(cQ) = (C, , a,, &, cir). 
Weiter ist (S r , &a , 8a) ein irreduzibler N&pQ)-Modul. Somit besitzt B unter 
Na(&?Q) genau 1 oder 8 Konjugierte in (e”i , &a, &a, ii). Nach Lemma 4.2 
scheidet der zweite Fall aus. Es folgt [N&CR:), L;] = 1, [T, a] = (z) und a E a’, . 
Weiter ist (Qa n Q)(z, e,)/(z, e,) = C&J(F) mod (&r)) = (&;, $, (;,, &, ia, &J. 
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Mit Lemma 4.1 ist [c& , is] = [c& , &J = [(;5, ii] = 4, und [(is, is, f,}, 
Qa n Q] < (a, q). Die Behauptung folgt. 
Im nachsten Lemma berechnen wir die genaue Operation von g&? auf 
& = QIW- 
LEMMA 4.4. AK operiert in eindeutig bestimmter Weise auf Q. 
-- 
Beweis. Wir stellen AK auf & beziiglich der Basis ?B’ = <e i^ , &s ,..., 8, , 
n ” n 
al ,-., a4 , a5 ,..., a,}) mit ei E I?~, i -7 2,..., 6, aj E Zj , j = l,..., 8, dar. Klar ist 
[Q, 61 = (4, 4 ,..., c&). Unter Verwendung der Darstellung von fi auf Q 
beziiglich % aus Lemma 4.1 und mit geeigneter Abanderung der Elemente cii 
durch S&, i = 5,..., 8, erhalt man fur f1 beziiglich 23’ die Darstellung 
1 
t1 




0 E E (a, ,..., a,> 
wobei 2, die bekannte Darstellung vzn ii auf &Q) sei. 1st entsprechend fi die 
Darstellung von & , i = 2,..., 5, auf Z(Q), so erhalten wir 
wobei nach Lemma 4.1 die 4 x 6-Matrizen ui und V~ , i = 2,..., 5, nur Eintrage 




(2) ui = 0, i = 2 ,..., 5. 
Wir setzen vi = (v&. Nach Lemma 4.3 ist z N a E al(el> mit Z(Qa) = 
<a, el , e2 , e3 , 4 , t, , t,). Mit a5 eQa folgt insbesondere [(is , fs), a,] = 1 und 
damit 
(3) vzlj = vgli = 0, j = I,..., 6. 
Auswertung von ii2 = 1, i = 2 ,..., 5, liefert 
(4) r~~(& + E) = 0, und damit 
(5) v2,:, = v3j4 = v’4j3 = v5u,j, = 0,j = l)...) 4. 
SchlieBlich erhalt man mit [& , tj] = I, 2 < i, j < 5 die Gleichungen 
(6) vi<& + E) = q(& + E) und damit 
(7) %k4 = %k5 Y  %lc3 = v4k5 T  %kZ = %k5 7 v3k3 = v4k4 7 v3k2 = %,k4, 
v4k2 = v5R3 , k = l,..., 4. 
481/66/l-3 
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Bisher sind nur Relationen aus 2 benutzt worden. Wir untersuchen nun 
R = (t s ,.. ., i,,), hierbei haben wir fiir die Involutionen VI und W, aus ff zur 
Vereinfachung &,, und t,, g esetzt. Nach Lemma 4.1 operiert rzi auf V, = 
<e”s I 4 ,“‘, S,), auf V, = [Q, fr] = (6, , 8, ,..., dJ), und auf Vs = (8, ,..., .Q. 1st 
schlief3lich Vi die Diagonale der K-Moduln V, und V, , so vertauscht tr die 
Moduln V, und Vi . Insbesondere sind VI und Vi aquivalente &-Mod& 
der Dimension 5 mit den Kompositionsreihen 1 C (2s) C V, bzw. 1 C (&6&r) C Vi . 
Nach [3] ist V, entweder vollstandig reduzibel, oder ein eindeutig bestimmter 
unzerlegbarer Modul. Dieser ist in [3] angegeben. Fiir eine gee&net gewahlte 
Basis !B,, = (8,) 6; ,..., Si} von V, mit Si E a,($), j = 5 ,..., 8, erhalt man die 
folgende Darstellung von if: 
mit f = 0, falls V, vollstandig reduzibler iY-Modul und f = 1 falls V, ein 
unzerlegbarer K-Modul ist. Mit t, iibertragen wir diese Darstellung auf Vi , 
indem wir Li; = [8i+i , -r t ] setzen. Dann ist (ii E &(e^r), i = l,..., 4. Wir erhalten 
die neue Basis 23” = (&r ,..., &e , S; ,..., &J von Q. Diese ist so eingerichtet, dal3 
die Darstellung von tr erhalten bleibt, und sich demnach such nichts an den 
bisherigen Ergebnissen (l)-(7) iiber die Darstellung von 2 indert. 
Fur die ti , i = 6,..., 11, erhalten wir somit eine Darstellung 
beziiglich b”, mit der bekannten Darstellung ii von & auf ZTQ), mit den bekannten 
4 x 4-Matrizen x1 und schlieDlich den Matrizen fi = (fi& und gi = (g&, 
i = 6,..., 11, mit 
(8) f8=f8=fio=fil=O,ge=gs=glo=gll=O, 
(9) f7ik = fgjk = 0 fiir alle j, k bis auf f741 = fszl = f,  
(10) g7j, = gsj, = 0 fur alle j, K bis auf g,,, = g,,, = f .  
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Nun wird die Operation von if auf A ausgebeutet. Die nachfolgende Tabelle II 
gibt in der i-ten Zeile und (j - 5)-ten Spalte den Kommutator [ti , $1 fur 
i<5<j an. 
TABELLE II 
Die Operation van R auf 3 
Die erste Zeile von Tabelle II zuziiglich der beiden Gleichungen [ts , t,,] = 
i.& und [ia , tir] = t& liefert unter Einbeziehung der Ergebnisse aus (3), (5), 
und (7) die Matrizen z.‘~ , i = 2 ,..., 5, als 
-- 
Damit ist die Darstellung von AK auf & bis auf den Parameter f~ GF(2) 
eindeutig festgelegt. Die Konjugation .a N a E ai 1aBt jedoch nur f = 1 zu. 
Nach Lemma 4.3 ist namlich Z(QJ = (a, e, , e2 , e3 , t, , t, , t,), weiter ist 
a4 $Qa fur a4 E (ii , Mit u4 E C,(a) operiert a4 auf Z(QJ. Die Darstellung von 
AK auf & zeigt [a4 , {a, e, , e2 , e, , t, , tJ1 < <z> n Z(Qa) = 1 und [a4 , t,] E 
elf(z). Es folgtf = 1. 
LEMMA 4.5. B operiert in eindeutig bestimmter Weise auf&. 
Beweis. 
-- 
Mit Lemma 4.4 ist die maximale Untergruppe AK von f7 auf & 
- --. 
eindeutig dargestellt. In H\AK hegt ein Element 0 der Ordnung 3 mit [R, G] = 1: 
Weiter besitzt a beziiglich der in Lemma 4.4 definierten Basis 23” eine Dar- 
stellung der Form 
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(2 45) 1 ,..., 
(4 ,..*, 4) 
(d, ,..., a,} 
mit 4 x 6-Matrizen A, B und 
100001 
010000 




000100 i . 
000010 
100000 
Wertet man [& ,5] = 1 mit der in Lemma 4.4 angegebenen Darstellung von 
& fiir i = 6, 8, 10, und 11 aus, so ergibt sich A = B = 0. Damit ist R = -- 
(AK, ci} auf & eindeutig dargestellt. 
Die nachfolgende Tabelle gibt die Operation von FE Syl,(fT) auf & an, 
dabei steht in der Zeile mit dem Anfangselement x und der Spalte mit dem 
Anfangselement y der Kommutator [x, y]. 
TABELLE III 





























1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 &I 1 1 1 1 
1 1 1 z1 1 1 1 1 6% 
1 1 21 1 1 1 &* s3 1 
1 ;I 1 1 1 E, &a 1 z4 
II 1 A 1 1 
el % e3 e4 e6 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 a^1 1 
1 1 1 1 1 6, 1 1 “1 
w1 




a1 w, w3 1 1 1 1 
A a2 1 “1 
“1 
ale2 1 w4 1 1 6, 1 
” n 1 a3 ale3 1 A 1 w5 1 8, 1 1 11 asea 
1 “1 “A 
a4 he4 as5 1 1 a^, Li&$ a^, 1 
Hierbei haben wir zur Vereinfachung fiir a: wie in Lemma 4.4 definiert 
wieder bi gesetzt, i = l,..., 8. 
Es ist z - a E al(el> und a, + aleI unter H. Weiter ist (Qa n Q)/(z> = 
C&J(T) mod <a)). Mit Tabelle III ist x N a, , da Cd(J(T) mod (&$)) = 
<b 1 , e”, , e”, , $), wlhrend 1 Qa n Q 1 = 28 sein mu& 
EINE CHARAKTERISIERUNG VON Fd(2) GRUPPEN, II 35 
Sei X g FJ(2), i eine Involution in X und H, = C,(i) mit H,/O,(H,,) s 
Sp(6, 2). Unser Ziel ist zu beweisen, da13 die Gruppen H und H,, isomorph sind. 
Lemma 4.5 zeigt, daD die Operation von i7 auf Q mit der Operation von 
H,/O,(H,,) auf O,(H,,)/(i) iibereinstimmt. Die Gruppe H,/(i) zerfallt iiber 
O,(H,)/(i). Der nachste Schritt ist der Beweis der entsprechenden Eigenschaft 
in H. 
LEMMA 4.6. fizerfdlt iiber Q. 
Beweis. Nach Lemma 1.5 zerfallt A iiber &. Sei etwa H = 1i,Q mit 
Hi n Q < Z(Q) und H,Z(Q)/Z(Q) g Sp(6,2). Wir nehmen an, daB I? nicht 
uber Q zerfallt. Dann ist folglich HI die nach [3] eindeutig bestimmte nicht- 
zerfallende treue Erweiterung von Es4 durch Sp(6, 2). Nach [3] gibt es dann 
Urbilder ii der ii in fix , so daf3 (2, , 2, , 2, , 2, , 2,) 2s) eine abelsche Gruppe mit 
t1 ^
2 = e” “2 - * 
1Vt6 - ea , isa = $ , und (2, , $ , 2,) s E8 ist. Weiter gibt es nach 
Lemma 4.3 Elemente ti E tiQ mit (t’ t’ t’ t’ t’ t’) - Es4. 1, 2, 39 6, 7, 6 = 
Insbesondere ist t; = t,e,q, mit qr E Co(t,) und ti = t,q, mit 9% E Co(&). 
Modulo (a) erhalt man 
ti = t;ti = (tle6ql) t2q2 = (tle6e2qlk , hl)** 
= tle6qle2k?l ) t21k?3 ? hl = tie2x 
mit f E ([Co(t.J, ti], [Co(&), t,]). Mit Tabelle III sieht man jedoch, dalj cn 
nicht in ([Co(&), ii], [Co(&), f.J) enthalten ist. Dieser Widerspruch zeigt, daB 
A uber Q zerfallt. 
LEMMA 4.7. H zerfdlt iiber Q. 
Beweis. Wir nehmen an, dal3 die Behauptung falsch ist. Mit Lemma 4.6 
n 
ist somit H = HIQ, HI n Q = (z) und Hi g Sp(6, 2), hiermit sei die eindeutig 
bestimmte perfekte zentrale Erweiterung von Sp(6, 2) durch 2, gemeint. Sind 
tj , i = I,..., 9, Urbilder der & in HI , also (tl ,..., ts) E Syl,(HJ, SC ist 
(f 1, 2, J1 6, 7, 6 t t. t f t ) s Dg3, dabei zeigt die Operation einer L,(7) auf dieser 
Gruppe, da0 bei geeigneter Wahl der Urbilder ti man (2, , !a), (2,) 2:,), und 
(is, f,) als hyperbolische Ebenen betrachten kann. 
Mit z - a, kann diese iiberlegung auf C,(q) tibertragen werden. Nach 
a6 , q)(Qu, n H)/(Qal n H). Somit gibt es Elemente e; , i = 4, 5, 6, und a; , 
j = 4, 6, 7, mit ei E eiQa, , ui E ajQn, , und (ei , e; , eE,, ai, ai , a;) s D83. 
SchlieBlich zeigt die Operation einer L,(7) auf dieser Gruppe, da8 wir 
<ei , us) s D, mit Z((ei , a;)) = <a,> annehmen konnen. 
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Seiai=a,qmitqEQ, ,a:= 1, also q E Co (a, mod (al)). Mit Tabelle III 
ist [a, , (al , e i , ea , e, , ti , t;)] < (a) n Z( Qz) = 1. Somit zentralisiert a$ 
in Z(Qa,) eine Untergruppe der Ordnung 2s, d.h. ai operiert auf Qa,/(a,) wie 
t, auf Q/(Z). Es folgt j C,o,(a, mod (a,))\ = 21°. 
Mit [<z, a3 , a5h a,] = 1, [a, , a,] = Z, und [ts , a,] E (z) ist Co (a, mod 
(al>) = <a lr elj e2 ,e3, 3, 7, t ’ t’ z, a3 , a5 , t,azi), i E (0, l> eine UnZrgruppe 
von H, und damit das Element q lokalisiert. 
Sei ek = e,p mit p E Qa, , ekz = 
ist [e6 , (6 , e 
1, also p E Con1 (ea mod (a,)). Mit Tabelle III 
i , e2 , e3 , ti)] = 1, also zentralisiert ei in Z(Qa,) eine Untergruppe 
der Ordnung 25. Weiter ist [e6 , (z, a, , a3, a,)] = 1 und [e, , (td , ti)] < (z). 
Mit e6 7L e6z in H ist Co (e, mod (al)) 3 (a, , e, , e2 , e3, t; , z, a2 , a3 , a5 , 
t; , t:). Da diese Gruppe bgeits die Ordnung 211 hat, operiert ek auf Qa,/(al> wie 
t, auf Q/(a), und daher gilt in der letzten Ungleichung sogar Gleichheit. Somit 
ist such p in H lokalisiert. 
Die folgende Gleichung ftihrt zum Widerspruch. Es ist aia, = aY; = 
kw) ‘6p = 4a7 1 PI 4h Plkz, e&7, e6 , p]. Mit Tabelle III erhalt man [a, , p] E 
(a, as) und [q, e6] E (z, e3), weiter ist [q, p] E (al) und [q, e6 , p] = 1. Die 
obige Gleichung impliziert a, = [a, , p][q, e,][q, p]. Sei zuniichst [a, , p] # 1. Es 
folgt [a, , p] = z und damit such [q, e,] = z, ein Widerspruch zu e, + egz 
unter H. Also ist [a,, p] = [q e,] = 1 und damit [p, q] = a, mit p, q E 
Co,,((~, , e,> mod (al>) = (a,, e,, e2, e,, t; , z, a3 , a5, $a29 = Y. Aber 
Y’ < (z), ein Widerspruch. Also muB H iiber Q zerfallen. 
Es seien nun t, ,..., t, und wi , wa , w3 Urbilder der & und wj in H, so da8 
H, = (tl ,..., t, , w1 , wa , w3) s Sp(6,2) ist, und die Relationen dieser Erzeu- 
genden wie in R erhalten bleiben. Mit Tabelle III ist fur h E HI und q E Q der 
Kommutator [h, q] modulo (z) bekannt. Urn nach Lemma 1 .l die Gruppe 
02(G) mit F,(2) identifizieren zu konnen, miissen noch die Kommutatoren 
[h, q] in H bestimmt werden. 
Die Gruppe L = (tl ,..., t, , w2 , w3) g E,L,(7) liegt in N,(a,(z)). Mit 
L = 02(L) ist L < CN(a,), also C,(u,) = Co(a,)L. 
Zunachst wird Qa, n H bestimmt. Aus dem bisherigen wissen wir Qa, n H = 
(4 , x, el , e2 , e3 , a2 , a3 , a5 , t; , ti , tj , ti , ti , ti} mit t: E tiQ, <t; , i -= 
1, 2, 3, 6, 7, 8) z E, und ej E &?, uk E ak , j = l,..., 6, k = l,..., 8, gj und B, 
wie in Tabelle III. 
Mit tj E tiCo(ti mod (a)) konnen wir ti E t,(e, , e5 , a,), ti E t2(e4 , u4 , a,), 
t; E t,<e, , a4 , %>, t: E t6<e4 , % , a,>? 1; E hce6 , a6 , a,>, und 6 E &de5 ? e6 ? a7> 
erreichen. 
Sei etwa t; = t,u4ie4je51c und ti = t2u4mu6ne4P mit i, j, k, m, n, p E (0, I}. Mit 
den bekannten Relationen in fi fiihrt dann [t' 1 , ti] = 1 zu k = n = 0. Wertet 
man so [tj , t;] = 1 fur i,j E (1, 2, 3, 6, 7, S> aus, so erhiilt man schlieBlich t; = ti 
fur alle i == I, 2, 3, 6, 7, 8. Damit ist Qa, n H bestimmt. Zu einer Festlegung der 
ei E e,(z), i = 1, 2, 3, fiihrt dann Z(Qu,) = (ai , e, , e2 , e3 , t, , t, , t,?. 
W’eiter legen wir nun sgmtliche restlichen Erzeugenden von Q fest durch 
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e, = eZ& e, = ep, e, = ep, a, = a, @+, a, = a?, a, = a?, a5 = a?, a, = a?, 
a, = a?, a, = a?. 
Wir setzen X = (x, e, ,..., e, , a, ,..., a, , t, ,.,,, t5). Dann ist X ein Normal- 
teiler von C&e,) mit x’ < (x, er}. Weiter ist mit den bekannten Relationen aus 
Tabelle III dann 2(X mod (z}) = (x, e, , a, ,..., a,, tl). Wir nehmen Z(X) < 
2(X mod {z)) an. Die Operation einer ,& aus C,(e,) liefert mit (z, e, , al> < 
Z(X) dann 1 Z(X)[ > 26, also einen Widerspruch. Zur Bestimmung von X 
fehlen nur noch die Kommutatoren [ti , ej] fiir 2 < i, j < 5. 1st [ti , ej] E (x), 
so folgt mit ej + efx dann [ti , ej] = 1. Nit ta E Z(Qa,) und e, E C(a,) folgt 
P2 , es1 f -WaJ, also P2 , 5 e ] = e, . Konjugation mit wr und eoa aus C(e,) liefert 
[t2 , ~1 = tt3 , e41 - It4 ,e31 = It5 , e,] = e, und damit x’ = (ei). Insbesondere 
folgt x g Q. 
Wir zeigen (X, Qt char T. Sei V Q T, V s Q, V # Q. Mit V’ # (z) ist 
/ V n Q j < 211. Wegen C&Z(Q) mod (z, er)) = Q(tl> und Y, < Z(T) = 
(z, e,) ist Z(Q) 6 V, also 1 Y n Q / < 2x1. Wir setzen wieder H = H/Q. &lit 
j C&(T) mod (a, e,))l = 25 ist andererseits / v ( < 25, also ( V n Q ( = 21° 
und / V n Z(Q)1 = 2s. 
Sei e f e,(z, e, ,..., ea}. Die Gruppe (t, ,..., is> G &z operiert regular auf 
$<& ,...) &J, weiter ist [$ , {t, ,..., &,>] = 1. Man erhat CT(e mod <z, er)) < 
(&, ta ,..., &J*&, d.h. e $ V. Somit ist I’ n Z(Q) = X n Z(Q) = {z, e, ,..., e5), 
weiter B < C,((V n Z(Q)) mod (z, er)) = X = (i, ,..,, is), also V = X, und 
schlieOlich V n Q < Co(X mod <z, el}) = X n Q, d.h. V n Q = X n Q. Mit 
Cr((X n Q) mod (er}) = X und C&(X n Q) mod (erz)) := (X n Q)(f,) folgt 
V = X. Damit sind X und Q die einzigen Normalteiler isomorph zu Q in T. 
Wir setzen M = &(a,) = Co(a,)(t, ,,.., tg>. Dann ist T = M(a,), und Mist 
normal vom Index 2 in T E Syl,(02(G)). Sei Q!,,, = F*(Cc(a,z)), also Qa,$ == 
Q2 = <z, e,, e2, e,, a,, a2, a,, a6, t2e4 , t,e, , t,e6 , tla4 , &a, , tsu, , gp) mit 
g, EQ~,\M, M{g,) E Sy12(02(G)) und z@l = a+ Setze g, = gp, also M(g2> E 
Syl,(G2(G)) und zgz = a, , weiter M(g, , g&/M E L’a . Wir untersuchen die 
Operation von g, auf M. 
Mit Q + M ist X char M, also operiertg, auf Z(X)/(e,). Weiter zentralisiert gi 
die Gruppe (e, , ea , e,} < Z(Q) n Z(Q,I,) n Z(Q& Schlie~lich operiert gi , 
i = 1, 2, auf Z,(M), K = l,..., 7. Die k-ten Zentren von M lassen sich aus der 
bekannten Struktur von Mj(z> natiirlich berechnen. Es ist Z(M) = (x, a, , e,> 
und Z,(M) = Z(M)(a, , e2), Zs(M) = Z,(M)(a, , e,). Durch geeignete Ab- 
anderung von g, durch Elemente aus Qa,= kijnnen wir o.B.d.A annehmen 
k2 , <a2 f a3 % a&] .= 1. Damit ist die Operation von g2 auf ZJL%4) festgelegt. 
Es ist Z,(M) = Z,(M)<a, , e, , a 4, t, , tr). Mit Z(Q)82 = Z(Qv,) folgt 
ey42 E t,(e, , ea , e, , al), und mit Q@ = Q,l und Z(X)02 = Z(X) folgt ai2 E 
t,(% e, > a, f a, , as>. Weiter folgt aus zuiz E C,(e,) und a? = a,%, dal3 @f 
t&a, el , al , a,a,>. 
Mit [a, , g,] = 1 operiert g, auf Z(Qa,) = Z(QaJzcf = (a, , e, , e2 , e, , f, , 
t4 , to>, wobei wir f& P = F*(C,(a,)) gesetzt haben. Somit ist eis E t,(e, , es>. 
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Weiter ist Qa, = Q:; = Z(Q&, a, 304 > a6 , t, , t, , t, , g?), insbesondere ist 
4 E t1(5 a, 1 e1>. 
Es ist &PO = Z4(W<a,, e5, 3, 6 t t ). Mit [a3 , g,] = 1 operiert g, auf 
Qa, = F*(Co(as)) = Q,waS. Dabei ist Z(Qa,) n M = (a 3, ely e3, e5, 3, s t t) und 
Qa, n M = (Z(Qa,) n 1M)(x, a,, u4 , u, , t, , ts). Es folgt eta E t,(e, , es). Mit 
Qga = Qa, ist up E Qa n QZa, weiter folgt aus a,t, E Q,,,, dann uga E t,(z, a, , 1 
e 1 , e2 T a2>. 
Weiter ist Zs(M) = Z,(M)(e, , t, , t4). Es liefert e,t, E QaIz und eS,z Et,(Z(Qa,) n 
Z,(lur)) dann 42~ t,(u, , e, , e2, e3). Endlich ist wegen t, E Z(Qa,) dann 
t2 E t4(a2 , el , e2 , e4, t2>. 
SchlieBlich ist M = Z,(M)(u, , t, , t, , t9). Setze Qa, = F*(C,(u,)). Mit 
4fz = a5 ist Z(Qa,> n M = <as, e2, e3, e, , t,) und Qa, n M = MQa,) n M)@, a,, 
a6 , u, , t, , ts). Weiter ist u,t, EQ,~, . Da g, auf Q,, n M wegen [a5 , g,] = 1 
operiert, ist somit at2 E t&z, a, , es). Mit t, E Z(Qa,) 1st tzz E t,(u, , e, , e3 , e, , t3) 
und ts”z E GZ,dg2 , td 
Nun kann die Multiplikationstabelle von H aufgestellt werden. Zunachst 
liefert die Struktur der Gruppen X und Qa, n M, i = 1, 2, 3, und 5, bereits 
eine Menge von Kommutatoren, indem man LB. ausnutzt, daB z 6 Z(Qa,) ist. 
Mit up = a4 und a? = a6 beuten wir noch die Struktur der Gruppen Qa, = 
F*(C,(u,)) undQa6 =F*(C,(a,)) aus, es ist Z(Qa,) n M = (a 4, ely e4, e5, 4t 5 t t>
und Z(Qa,) n M = (a6 , e2 ,e4, e6 , 9 t ). Weiter folgt mit [Iz, e] E (z) fur h E H 
und e E Z(Q) wegen e + ez dann [h, e] = 1. Die restlichen fehlenden Kommu- 
tatoren [h, q] = pzi, h E H, q, p E Q, i E (0, 11, erhalt man uber die Involution g, . 
Es ist einerseits [h, q]ga = [I+, 4921 in den meisten Fallen fur h EM und q EQ 
modulo (x) bekannt, andererseits ist [h, q]gz = (p$)gz = p%zli. Das fiihrt oft 
TABELLE IV 
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zur Bestimmung von i. Die Erzeugenden ei , i = l,..., 6, und aj , i = l,..., 8, 
wurden ausgehend von a r , e, , es und es durch Konjugation mit den Elementen 
Wl > w2 9 und wa festgelegt. Durch Konjugation der mittlerweile bekannten 
Kommutatoren mit wr , w2 und w3 erhalt man schlieBlich die folgenden Tabellen 
IV und V. 
Insbesondere ist Z(Q) d er eindeutig bestimmte 7-dimensionale unzerlegbare 
Sp(6,2)-Modul mit Kompositionsrcihc 1 C C’r C V, , V, E 2, , V,/V, g ,YG4 . 
TABELLE V 






Dabei seien i, j, K, 1, m, n, p E (0, l}. Es ist K = (ts , t, , t, , t, , wr , wa) eine 
Untergruppe von C,(Q) isomorph zu & . Weiter ist I/ = (z, e, , a, ,..., a4) ein 
K-Modul mit Kompositionsreihe 1 C (a) C (z, e,) C v. Die 5dimensionalen 
K-Mod& V/(z), v/(e,), und V/(zer) zerfallen, ob zerlegbar oder nicht, in 
je 3 Bahnen der Lange 1, 15, 1.5. Insbesondere ist a4(e1) + a4,z(e1) unter K. 
Ware also a4 - a4z unter k’, so mit a4e1 - a4elz dann such a4(e1) N a,z(e,), 
tin Widerspruch. ES folgt m = 0. Ebenso ist W = (z, e6 , a, ,..., a,) ein 
K-Modul mit Kompcsitionsreihe 1 C (a) C (z, e,) C W. Wie oben folg 
aj + a+ unter K, j = 5 ,..., 8, und damit 71 = p = 0. 
Setze L = (t4 , t, , t, , w2, wa) z L,(7), U = (s, er , e2, e3 , a2, a3, a,) und 
0 = Ui(e, , e2 , e,). Dann ist OeinL-Modul mit Kompositionsreihe 1 C (2) C 8. 
Mit C,(Z,) > (t, , f ,  , t9) g D, zerfallt 0 in L-Bahnen der Lange 1, 7, 7, d.h. 0 
ist ein zerlegbarer L-Modul, insbesondere ist d, + d,I unter L und damit i = 0. 
Setze Ur = (a, e4 , e5 , e, , a4 , a6, a,) und or = U,/(e, , ej , es). Dann ist or 
ein L-Modul mit Kompositionsreihe 1 C (5) C or . Wie oben folgt mit C,(cJ > 
(t, , t, , ts), da0 k = 0 ist. Weiter ist or als L-Modul zerlegbar, insbesondere ist 
d,d, + cZ,d,Z unter L. Mit (d6d7)t9t41U2 = a”&9 folgtj = 0. 
SchlieRlich ist [L, a,] ,( (a), also mitL = 02(L) dann [L, a,] = 1, d.h. p -= 0. 
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Damit ist i = j = K = I = m = 12 = p = 0 gezeigt. Die Multiplikations- 
tafel von H ist somit eindeutig bestimmt. 
Ein Vergleich mit den Relationen des entsprechenden Zentralisators einer 
2-zentralen Involution in F*(2) (siehe etwa [6]) liefert die Isomorphie dieser 
Gruppe zu H. Es folgt mit Lemma 1.1: 
LEMMA 4.8. 02(G) g F*(2). 
Mit Aut(F,(2))/F,(2) E 2, ist der Satz B fur 1 Z(H)1 = 2 bewiesen. 
Bemerkung. Es gibt in 02(G) eine Involution u, die die Erzeugenden von 
C,(q) in folgender Weise permutiert: u zentralisiert e, , e2 , es , a2 , us , a5 , 
f4 , t, , tQ und vertauscht die Paare (z, a,), (e4 , t2), (e5 , t3>, (e, , t,), (a4 , tl), 
t% 3 6 > t ) und (u, , ts). Hierzu stelle man lediglich fest, daI3 die Gruppen (x) fiir 
x E b, el ,..., e6 , al ,... , a6 , t, 1.-.> tQ} Wurzeluntergruppen von F,(2) fiir ein 
geeignetes Wurzelsystem sind. Sei s die zu us gehijrige Wurzel aus diesem 
Wurzelsystem, sei W die Weylgruppe zu diesem System und u die zu s gebildete 
Spiegelung aus W. Dann permutiert u die angegebenen Erzeugenden der 
Untergruppe Cr(u,) vom Index 2 in T = Cr(u,)(u,) wie behauptet. Es ist 
insbesondere (wl, w2, ws , u) die Weylgruppe zu T und 02(G) = (T, w1 , w2 , 
~3, u> = W, u>. 
Setze A = (H, u) g F,(2). Dann besitzt A genau vier Klassen von Involu- 
tionen mit Vertretern Z, e, , e,z, und alee. Es ist C,(Z) g C,(e,) E H und 
C,(e,x) = C,(x) n C,(e,). Weiter ist C~(ule4)/02(C~(ule4>) z z3 x z3 
und 1 02(CA(u,e,))~ = 218. Es ist W = C,(u,)(t t t t t t ) 1, 2, 4, 5, 6, 9 eine 
Untergruppe von C,(u,e,) der Ordnung 220, also WE Syl,(C,(u,e,)). Man 
berechnet w” = (z, e, , a, , e4 , a2e2) und [IV”, W] = (z, eJ. 
In Aut(A)\A gibt es eine Involution r, die die Erzeugenden Z, e, ,..., e6 , 
a, ,-.., q3 3 t, ,. .., t, von T folgendermaI3en permutiert: z ++ e, , e2 t) a, , e3 t--f u2 , 
e4t)u3,e5t)u4,e,t,tl,u,t,t2,u,e+t3,u,t,t4,u,ett,,t,ttt,,t,tttQ. 
Es ist Y ein Graphautomorphismus mit C,(r) g 2Fp(2). Weiter gibt es in 
Aut(A)\A nur eine Klasse von Involutionen. Somit besitzt Aut(A) = A(r) 
genau 4 Klassen von Involutionen mit Vertretern Z, e,z, ale4 , und r und 
C,,,,(z) = H, CA&e14 = CH(elx)(r), CAdale4) = CAhe4)(rw3wl>. SchlieB- 
lich ist mit W = C,(u,e,) und W TWQV~~ = W die Gruppe W, = W(rw,w,) eine 
Sylow 2-Untergruppe von C,,,,(u,e,). Hier ist sogar WT = (z, el). 
Sei nun A, eine Erweiterung von F,(2) durch (t) G 2,. Dann ist entweder 
A, s F,(2) x 2, oder $2). Im letzteren Fall kiinnen wir nach [5] eine Sylow 
2-Untergruppe T,, von A, durch Involutionen Z, e, ,..., e6, a, ,..., as, t, ,..., t, 
erzeugen, so daR die Kommutatoren wie in T E Syl,(A) erhalten bleiben bis auf 
nichttriviale t-Anteile in den Kommutatoren [tl , e,], [t2 , a,], [tz , a,], [t3 , a,], 
[t, , 4J, [t4 , 4, [t, , a,], [t, , 4, [ts , 4, [t, , 4 y [h T a41 p [t7 I 4 I [t8 j e41 l 
[t, , a31, und [t, , 4. 
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In beiden moglichen Fallen fur A, besitzt A, genau 9 Klassen von Involu- 
tionen mit Vertretern t, z, tz, e, , te, , e,z, terz, a,e, , und talea. Setze lV = 
CrO(a,e,). Dann ist in beiden moglichen FIllen fiir A,, wie im Fall A rF,(2) 
-wieder [W”, W] = (z, el). 
Wir haben bereits gezeigt, dal3 die Menge {Q, X} mit X = F*(C,(e,)) charak- 
teristisch in I’ E Syl,(A) ist. Ebenso ist fiir beide miiglichen Falle fiir A, die 
Menge (QO , X0) charakteristisch in T,, E Syl,(R,) mit Q@ = F*(C,(l(z)) und 
X0 = F*(C~~e~)). 
SchlieBlich ist such {Q, X> char T1 = T(Y) E Syl,(A(r)) mit A(r) g 
Aut(F4(2)) und &ens0 P’*(CA~,,&)h F*(CAdel))) char T<r, 9 E: Sy&W, 0) 
fur jede der beiden miiglichen Erweiterungen von (t) g 2, durch A(r) g 
A4 Fd 2)). 
II INOUKTI~N ~~4x3 [ Z(ff) 1 
Nach Lemma 1.10 aus Teil I [12] gibt es im Fall 1 Z(H)j > 2 immer ein 
.t E Z(H)* mit CG.(t) > HO(Co(t)). H iermit kiinnen wir den abschlienenden Satz 
beweisen. 
SATZ 5.1. Sei j Z(H)\ = 2m+1. Dunn ist G = A x E oder G = (A x E)(r), 
wobei ztweder A g F,(2), E g Ezm, (Y) s Zs und A(Y) g Aut(F,(2)) oder 
A z F,(2), E gg E,,+ , (r) gg 2, und A(r)~Z(A(r)) z Aut(F,(2)) ist. 
Beweis. Fiir m = 0 ist der Satz mit dem vorherigen bewiesen. Sei also 
m > 0 und t eine Involution aus Z(H) mit Cc(t) > HO(C,(t)). Dann ist 
insbesondere z(t) $ Z*(CG(t)/(t)). Per Induktion ist Cc(t)/(t) bekannt, also 
Cc(t) := A ;K E oder (A x E)(y) mit A rF,(2) oder Fz), E elementar- 
abelsche 2-Gruppe und Y der Pullere Automorphismus von A der Ordnung 2. 
Setze K = C,(A), mit z E A ist dann K = C,(A) = EZ(A) = E(t). Sei 
s E k;. Wie oben erhalt man A x I3 < C,(s) < (A x E)(r) fiir s f 1. Seien nun 
g E G und k E K, so da8 kg E K. Mit C,(K)g = CG(Kg) ist g E N,(A) < 
(A x E)(Y). 1st also K eine Involution aus K n Kg fur ein g E G, so folgt 
g E (A x E)(Y). Mit K a N,(A) ist K = Kg, d.h. k’ ist tightly embedded in G. 
Klar ist Ai, < .NG(K), weiter haben wir die Umkehrung NG(Iw) < N,(A) 
bereits gezeigt. Da trivialerweise A mit keinem seiner Konjugierten kommutiert, 
ist A eine Standardunterg~ppe in G. Mit 2~ n Q g Z(Q) und der Fixpunkt- 
formel ist O(G) .= 1. 1st also / K 1 > 2 so liefert ein bekanntes Resultat von 
Aschbacher und Seitz [2] dann G = N,(A) und damit die Behauptung. 
Sei also k’ --: (t) e Z, Wir untersuchen zunachst den Fall C,(f) = A, mit 
A,/(t> 2 F,(2). Sei T,, eine Sylow 2-Untergruppe von C&t) n H wie in der 
Bemerkung am Ende des vierten Abschnitts definiert. 
Wir nehmen Y’, E Syf,(G) an. Mit Z(T,) = (z, e, , t> und mit (F*(C,(z)), 
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F*(C,(e,))} char To besitzt t keine Konjugierten in (x, e, , t)\(t). Sei t N tia,e, 
fiir ein i E (0, I}. Fiir W = C,o(tia,e,) gilt nach der Bemerkung aus Abschnitt 4 
jedoch [W, IV”] = (z, eJ. Mit z + e, + e,z + z in G ist folglich W eine Sylow 
2-Untergruppe von CG(tia,e,), ein Widerspruch. Somit besitzt t keine Konju- 
gierten in T,,\(t). Mit O(G) = 1 folgt t E Z(G), d.h. G = C,(t). Das ist die 
Behauptung fiir m = 1. 
Sei also nun To $ Syl,(G), etwa T,, 4 T,,(x), x2 E T,, . Mit Z(T,) = (z, e, , t> 
und (8, X} char To folgt zZ = e, und Cz(r,)(x) = (zel , tz). Also ist HZ < A, , 
andererseits ist mit H = CA,(z) = Ca,(t z und [x, tz] = 1 dann M” = H, ein ) 
Widerspruch. 
Es bleibt der Fall C,(t) = A,(r) zu untersuchen mit A, s F,(2) x 2, oder 
F,i\2) und C,(t)/(t) E Aut(Fh(2)). S ei wieder T,, < C,(t, Z) eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von A, wie oben und Tl = T,,(r). Es ist zT = e, und Z(T,) : (zel , t). 
Wieder ist (F*(C,(x)),F*(C,(e,))} char Tl, a 1 so ist TI bereits eine Sylow %-Unter- 
gruppe von G. In C’,(t) gibt es 9 Klassen von Involutionen mit Vertreter Ze, , 
t, =A z, 24 ale4 , a,e,t, Y, und rt. Klar ist t + Z, Ze, , ze,t. 
Sei t N tz, etwa tz = tz, x E G. Mit T,, < C,(tx) gibt es ein y  E C,(tz) mit 
tzy = tz und T,, < T,Zy. 1st s E TF”\T,, , so folgt offensichtlich (Q, Xls = (9, X> 
und damit s E NG( T,,) = Tl . Mit TF” = Tl und tz 6 Z(T,) haben wir einen 
Widerspruch erhalten. 
Sei nun t N a,e4ti fiir ein i E (0, l}. Setze W = C,l(a,e,ti). Die Bemerkung 
am Ende des vierten Abschitts zeigt IV”’ = (z, e,), also W 6 Syl,(C,(a,e4ti), ein 
Widerspruch. 
Es bleibt die miigliche Konjugation t N rtj fiir ein j E (0, I}. Setze S := 
CT (r) = CT (rt). Es ist C,.,,(r)/(t) z 2F,(2), und diese Gruppe besitzt einen 
triiialen Sch&multiplikator. Somit ist t 4 5” und S’ n Z(S) = (ze,), weiter 
z(S) = Gel , , Y t). Ist also S 4 S(x) < C&d), x2 E S, so folgt (zeJJ: ~7: xe, und 
tz E (7, Zel, t). Mit SE Sy12(Cc+(r)) folgt t” = rtk fiir ein k E (0, 1). Man 
erhglt (zel , t) - (zel , rtk). Aber (zel , t) enthalt 3 und (zel , vt”) enthglt 2 
G-Klassen von Involutionen, ein Widerspruch. Dies zeigt mit O(G) = 1 wieder 
t E Z(G), also G == C,(t), d.h. G ist wie im Satz behauptet. 
Damit ist Satz 5.1 und somit such Satz B bewiesen. 
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